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Abstract : Building upon the Bloch–Kato conjecture in Milnor K-theory, we relate the third
unramified cohomology group with Q/Z coefficients with a group which measures the failure of
the integral Hodge conjecture in degree 4. As a first consequence, a geometric theorem of the
second-named author implies that the third unramified cohomology group with Q/Z coefficients
vanishes on all uniruled threefolds. As a second consequence, a 1989 example by Ojanguren and
the first named author implies that the integral Hodge conjecture in degree 4 fails for unirational
varieties of dimension at least 6. For certain classes of threefolds fibered over a curve, we establish
a relation between the integral Hodge conjecture and the computation of the index of the generic
fibre.
Re´sume´ : En nous appuyant sur la conjecture de Bloch–Kato en K-the´orie de Milnor, nous
e´tablissons un lien ge´ne´ral entre le de´faut de la conjecture de Hodge entie`re pour la cohomologie
de degre´ 4 et le troisie`me groupe de cohomologie non ramifie´e a` coefficients Q/Z. Ceci permet
de montrer que sur un solide 1 unire´gle´ le troisie`me groupe de cohomologie non ramifie´e a` coef-
ficients Q/Z s’annule, ce que la K-the´orie alge´brique ne permet d’obtenir que dans certains cas.
Ceci permet a` l’inverse de de´duire d’exemples ayant leur source en K-the´orie que la conjecture
de Hodge entie`re pour la cohomologie de degre´ 4 peut eˆtre en de´faut pour les varie´te´s rationnel-
lement connexes. Pour certaines familles a` un parame`tre de surfaces, on e´tablit un lien entre la
conjecture de Hodge entie`re et l’indice de la fibre ge´ne´rique.
1 Introduction
Soit X une varie´te´ projective, lisse, connexe, sur le corps C des complexes, de dimension d.
Soit Z(1) = Z(2πi) ⊂ C et, pour r > 0, soit Z(r) = Z(1)⊗r. Pour i ≥ 0, soit CH i(X) le groupe
des cycles alge´briques de codimension i sur X modulo l’e´quivalence rationnelle.
Pour tout entier i ≥ 1 on sait de´finir (cf. [56, IV.11.1.2]) des applications classe de cycles
CH i(X)→ H2i(X(C),Z(i))
qui ge´ne´ralisent l’application Pic(X) → H2(X(C),Z(1)) de´duite de la suite de l’exponentielle.
Via les isomorphismes de dualite´ de Poincare´ entre cohomologie entie`re et homologie entie`re
H2d−2j(X(C),Z(d − j)) ≃ H2j(X(C),Z),
ceci de´finit aussi des applications classe de cycles homologiques
CHj(X)→ H2j(X(C),Z).
1. en anglais, threefold
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L’image de CH i(X) dans H2i(X(C),Z(i)) sera note´e H2ialg(X(C),Z(i)).
Dans la cohomologie H2i(X(C),Q(i)), on a le sous-groupeHdg2i(X,Q) des classes de Hodge :
ce sont celles dont l’image dans H2i(X(C),C(i)) est de type (i, i) pour la de´composition de
Hodge. On a une inclusion H2ialg(X(C),Z(i))⊗Q ⊂ Hdg
2i(X,Q). La conjecture de Hodge affirme
que cette inclusion est une e´galite´. C’est connu pour i = 1 et pour i = d− 1, ou` d = dim(X).
On de´finit le groupe des classes de Hodge entie`res Hdg2i(X,Z) ⊂ H2i(X(C),Z(i)) comme
l’image re´ciproque de Hdg2i(X,Q) dans H2i(X(C),Z(i)) par l’application naturelle de la coho-
mologie entie`re vers la cohomologie rationnelle.
De ce qui pre´ce`de on tire l’inclusion
H2ialg(X(C),Z(i)) ⊂ Hdg
2i(X,Z).
On note Z2i(X) := Hdg2i(X,Z)/H2ialg(X(C),Z(i)). En utilisant la dualite´ de Poincare´, on de´finit
les groupes Z2j(X).
On a l’inclusion Z2i(X) ⊂ H2i(X(C),Z(i))/H2ialg(X(C),Z(i)), les sous-groupes de torsion de
chacun de ces deux groupes co¨ıncident, et sont conjecturalement e´gaux a` Z2i(X) (cet e´nonce´
est e´quivalent a` la conjecture de Hodge en degre´ 2i). En particulier chaque groupe Z2i(X) est
conjecturalement un groupe fini. Ceci est connu pour i = 1 et i = d− 1. Pour i = 2, c’est connu
lorsque le groupe de Chow des ze´ro-cycles CH0(X) est supporte´ sur un ferme´ alge´brique de X
de dimension ≤ 3 (the´ore`me de Bloch–Srinivas [8]).
Une version entie`re de la conjecture de Hodge dirait que les groupes Z2i(X) sont nuls. On
sait que c’est le cas pour i = 1, mais de´ja` pour i = 2, il existe des contre-exemples (Atiyah-
Hirzebruch [2], Kolla´r [34]).
On cherche a` de´terminer des classes de varie´te´s pour lesquelles, pour certaines valeurs de i,
ce groupe est toujours nul.
On s’inte´resse particulie`rement aux cas i = 2 et i = d−1, pour la raison suivante : Le groupe
Z4(X) et le groupe fini Z2(X) ≃ Z
2d−2(X) sont des invariants birationnels des varie´te´s projec-
tives et lisses. La de´monstration de ce fait dans [58, Lemme 15] utilise le the´ore`me d’Hironaka, le
comportement de la cohomologie et des groupes de Chow par e´clatement de sous-varie´te´s lisses,
et, pour Z4(X), le the´ore`me de Lefschetz sur les classes de type (1, 1).
L’e´tude de la cohomologie e´tale des varie´te´s a` coefficients finis (qui pour les varie´te´s sur C
e´quivaut a` l’e´tude de la cohomologie de Betti a` coefficients finis) a mene´ a` introduire d’autres
invariants birationnels permettant en particulier de de´tecter la non rationalite´ de certaines
varie´te´s unirationnelles. Les invariants en question sont les groupes de cohomologie non ramifie´e
H inr(X,Z/n) introduits dans [16]. La preuve de leur invariance birationnelle utilise la conjecture
de Gersten en cohomologie e´tale, e´tablie par Bloch et Ogus [7].
L’observation de cette double invariance birationnelle nous a amene´s a` nous demander s’il
existe un lien entre la torsion de Z4(X) et les groupes H3nr(X,Z/n). Il est aussi notoire que tant
les groupes Z2i(X) que les groupes de cohomologie non ramifie´e sont difficiles a` calculer, et que
leur comportement ≪ en famille ≫ est myste´rieux.
Des re´sultats sur Z4(X) ont e´te´ obtenus par des me´thodes de ge´ome´trie complexe ([57], [58]).
Des re´sultats sur les groupes H3nr(X) a` coefficients de torsion ont e´te´ obtenus par des me´thodes
de K-the´orie alge´brique ([16], [30]).
La the´orie de Bloch–Ogus, combine´e a` la conjecture de Bloch–Kato, maintenant un the´ore`me
de Voevodsky [54] et Rost, et a` un argument de Bloch et Srinivas, permet d’e´tablir un lien entre
les deux types d’invariants. Pour les varie´te´s de dimension 3, ce lien avait e´te´ remarque´ en 1992
par Barbieri-Viale [3]. En prenant appui sur le cas ge´ne´ral de la conjecture de Bloch–Kato, nous
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montrons au §3 que le lien existe en toute dimension. Le the´ore`me ge´ne´ral est le the´ore`me 3.7.
Citons-en ici une conse´quence (The´ore`me 3.9) :
The´ore`me 1.1. Soit X une varie´te´, projective et lisse sur les complexes, dont le groupe de
Chow des ze´ro-cycles CH0(X) est supporte´ sur une surface. On a un isomorphisme de groupes
finis
H3nr(X,Q/Z(2))
≃
→ Z4(X),
ou` le premier groupe est l’union de ses sous-groupes H3nr(X,µ
⊗2
n ).
Cela nous permet de traduire et comparer les re´sultats obtenus par la ge´ome´trie alge´brique
et par la K-the´orie alge´brique.
La combinaison du the´ore`me 1.1 et d’un the´ore`me obtenu par des me´thodes de ge´ome´trie
complexe [57] donne :
The´ore`me 1.2. Soit X un solide projectif et lisse sur les complexes. Si X est unire´gle´, alors
H3nr(X,Q/Z(2)) = 0.
Pour les solides fibre´s en coniques sur une surface, ce re´sultat avait e´te´ obtenu via laK-the´orie
alge´brique en 1989 [42].
La combinaison du the´ore`me 1.1 et d’un contre-exemple a` la rationalite´ obtenu par des
me´thodes de K-the´orie alge´brique [16] donne :
The´ore`me 1.3. Il existe une varie´te´ X projective, lisse, connexe sur C, unirationnelle, de
dimension 6, avec Z4(X) = Z4(X)tors 6= 0.
Ceci re´pond ne´gativement a` une question souleve´e dans [58] : Si X est une varie´te´ rationnel-
lement connexe, le groupe Z4(X) = Z4(X)tors est-il nul ?
Donnons des indications plus de´taille´es sur la structure de l’article. Le paragraphe 2 est
consacre´ a` des rappels sur la the´orie de Bloch et Ogus et sur la conjecture de Bloch–Kato. Au pa-
ragraphe 3, on commence par e´tendre un argument de Bloch–Srinivas en dimension quelconque.
Ceci nous permet ensuite de montrer que le groupe fini Z4(X)tors est le quotient du groupe de
cohomologie non ramifie´e H3nr(X,Q/Z(2)) par son sous-groupe divisible maximal, re´sultat qui
implique le the´ore`me 1.1. Nous e´tablissons un re´sultat analogue pour le groupe fini Z2d−2(X)
(the´ore`me 3.11). Il y a des liens entre le sous-groupe divisible maximal de H3nr(X,Q/Z(2)), le
groupe de Griffiths en codimension 2 et le groupe de cohomologie cohe´rente H3(X,OX ). Ces
liens, en partie conjecturaux, sont discute´s au paragraphe 4. Au paragraphe 5, on passe en revue
les exemples, d’origines tre`s diverses, de varie´te´s X pour lesquelles divers auteurs ont montre´
que soit le groupe Z4(X)tors, soit le groupe H
3
nr(X,Z/n) est non nul. On construit un exemple
de solide X dont conjecturalement le groupe de Chow CH0(X) est re´duit a` Z mais pour lequel
ne´anmoins Z4(X) 6= 0. Au paragraphe 6, on e´tablit le the´ore`me 1.2. La nullite´ de Z4(X) a
aussi e´te´ e´tablie pour les hypersurfaces cubiques lisses de dimension 4 ([58]). Motive´s par ce
re´sultat, pour l’espace total d’une fibration en solides au-dessus d’une courbe, nous donnons des
conditions suffisantes sur la fibration qui impliquent l’annulation de Z4(X)(The´ore`me 6.8).
Au paragraphe 7, on s’inte´resse de fac¸on ge´ne´rale aux varie´te´s X munies d’une fibration
π : X → Γ sur une courbe. L’indice d’une telle fibration π est le pgcd des degre´s des multisections.
Lorsque les groupes de cohomologie cohe´rente H i(Xt,OXt) des fibres lisses sont nuls pour i ≥ 1,
on e´tablit par des me´thodes ge´ome´triques inde´pendantes des paragraphes pre´ce´dents des liens
entre la nullite´ de Z2(X) et le fait que l’indice de la fibration soit e´gal a` 1 (The´ore`mes 7.6 et
7.7).
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La fibre ge´ne´rique V/C(Γ) d’une fibration comme ci-dessus est une varie´te´ projective et
lisse sur un corps F de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique cd(F ) ≤ 1. Au
paragraphe 8.1, pour tout tel corps F et toute varie´te´ V projective et lisse sur F , en de´veloppant
des techniques de K-the´orie alge´brique et de cohomologie galoisienne ([5], [17], [30]), on e´tablit
des liens entre le groupe de Chow de codimension 2 de V et la cohomologie non ramifie´e de
degre´ 3 de V (The´ore`me 8.5 et, sous l’hypothe`se H2(V,OV ) = 0, The´ore`me 8.7). Ceci e´tend
certains re´sultats de Bruno Kahn [30]. Les applications aux varie´te´s fibre´es au-dessus de courbes
sont donne´es au paragraphe 8.2. On e´tablit ainsi par cette me´thode inde´pendante l’annulation
(The´ore`me 8.14) de H3nr(X,Q/Z(2)) pour les solides X fibre´s en surfaces rationnelles sur une
courbe (ce qui est un cas particulier du the´ore`me 1.2). En combinant K-the´orie alge´brique et
me´thodes ge´ome´triques, on obtient, pour les solides X fibre´s au-dessus d’une courbe Γ, dont
la fibre ge´ne´rique V/C(Γ) satisfait H i(V,OV ) = 0 pour i = 1, 2, d’autres liens entre le groupe
H3nr(X,Q/Z(2)), le groupe Z2(X) et l’indice de la fibration (The´ore`mes 8.19 et 8.21).
Notations
E´tant donne´ un groupe abe´lien A, un entier n > 0 et un nombre premier l, on note A[n] ⊂ A
le sous-groupe forme´ des e´le´ments annule´s par n, on note A{l} ⊂ A le sous-groupe de torsion
l-primaire, et on note Ators ⊂ A le sous-groupe de torsion.
2 Rappels
2.1 La the´orie de Bloch–Ogus pour la cohomologie de Betti
On renvoie a` [1, §4] pour plus de de´tails sur ce qui suit. Soit X une varie´te´ alge´brique sur
C. On dispose de l’espace topologique X(C). On note Xcl le site des isomorphismes locaux
U → X(C). On a une fle`che de sites δ : Xcl → X(C). Les topos associe´s sont e´quivalents.
On a le diagramme commutatif de morphismes de sites suivant
Xcl
δ
−→ X(C)
↓ f ↓ h
Xe´t
g
−→ XZar
On note
π : Xcl → XZar
le morphisme de sites h ◦ δ = g ◦ f .
Soit A un groupe abe´lien. On note A(1) = A ⊗Z Z(1) et A(−1) = HomZ(Z(1), A). Ceci
permet de de´finir A(n) pour tout entier n ∈ Z.
De´finition 2.1. (Bloch–Ogus [7]) Soit X une varie´te´ alge´brique sur C. Les faisceaux HiX(A)
sur X sont les faisceaux pour la topologie de Zariski sur X de´finis par
HiX(A) := R
iπ∗A = R
ih∗(A).
En d’autres termes, HiX(A) est le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associe´ au
pre´faisceau pour la dite topologie de´fini par U 7→ H i(U(C), A). Pour une discussion de la
de´finition suivante dans le contexte de la cohomologie e´tale a` coefficients finis, on consultera
[16] et [13].
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De´finition 2.2. Soit X une varie´te´ alge´brique sur C. On de´finit le i-ie`me groupe de cohomologie
non ramifie´e de X a` coefficients dans A par la formule
H inr(X,A) = H
0(X,HiX(A)).
Un re´sultat central de l’article de Bloch et Ogus [7] est la de´monstration de la conjecture de
Gersten pour diverses the´ories cohomologiques. Ceci a comme conse´quence le the´ore`me suivant.
Pour toute sous-varie´te´ ferme´e inte`gre D de X, on note iD : D → X l’inclusion et on note
H iB(C(D), A) = lim
→
U⊂D
ouvert de Zariski non vide
H i(U(C), A)
en tout point de D. Lorsque D′ ⊂ D est de codimension 1, on a une fle`che induite par le re´sidu
topologique (sur la normalisation de D) (cf. [56, p. 417]) :
ResD,D′ : H
i
B(C(D), A)→ H
i−1
B (C(D
′), A(−1)).
Supposons X irre´ductible. Pour r ≥ 0 on note X(r) l’ensemble des sous-sche´mas ferme´s de
codimension r dans X. Pour un groupe abe´lien M et une sous-varie´te´ ferme´e inte`gre iD : D ⊂ X,
on note iD∗M l’image par iD∗ du faisceau constant MD sur D de´fini par le groupe M .
The´ore`me 2.3. ([7, Thm 4.2]) Pour toute varie´te´ lisse connexe sur C et tout entier i ≥ 1, on
a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X
0→HiX(A)→ iX∗H
i
B(C(X), A)
∂
→
⊕
D∈X(1)
iD∗H
i−1
B (C(D), A(−1))
∂
→ . . .
∂
→
⊕
D∈X(i)
iD∗AD(−i)→ 0.
Ici les fle`ches ∂ sont induites par les fle`ches ResD,D′ lorsque D
′ ⊂ D (et sont nulles sinon).
Le faisceau AD(−i) sur D s’identifie bien suˆr au faisceau constant de fibre H
0
B(C(D), A(−i)).
Les conse´quences de ce the´ore`me sont conside´rables. Tout d’abord, notant CHk(X)/alg le
groupe des cycles de codimension k de X modulo e´quivalence alge´brique, on obtient la formule
de Bloch–Ogus :
Corollaire 2.4. ([7, Cor. 7.4]) Si X est une varie´te´ projective, lisse et connexe sur C, on a un
isomorphisme canonique
CHk(X)/alg = Hk(X,HkX(Z(k))).
D’apre`s le the´ore`me 2.3, le faisceau HiX a une re´solution acyclique de longueur ≤ i. On a
donc le re´sultat d’annulation suivant.
Corollaire 2.5. Pour X lisse, A un groupe abe´lien et r > i, on a Hr(X,HiX (A)) = 0.
Bloch et Ogus de´duisent de cette annulation, par analyse de la suite spectrale de Leray de
l’application continue π, le re´sultat suivant, crucial pour la suite de cet article.
The´ore`me 2.6. ([7, Ex. 7.5]) Soit X une varie´te´ lisse sur C et soit A un groupe abe´lien. Alors
la suite spectrale de Leray du morphisme de sites π : X(C)→ X fournit une suite exacte
H3(X(C), A) → H3nr(X,A)
d2→ H2(X,H2X(A))→ H
4(X(C), A)
Pour A = Z(2) et X de plus projective, la suite exacte ci-dessus donne la suite exacte
H3(X(C),Z(2)) → H3nr(X,Z(2))→ CH
2(X)/alg
c
→ H4(X(C),Z(2)) (1)
ou` l’application c : CH2(X)/alg → H4(X(C),Z(2)) est induite par l’application classe de cycles
pour la cohomologie de Betti.
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Le noyau de c : CH2(X)/alg → H4(X(C),Z(2)) est par de´finition le groupe de Griffiths
Griff2(X) des cycles de codimension 2 de X homologues a` 0 modulo e´quivalence alge´brique. La
the´orie de Bloch–Ogus donne donc le
The´ore`me 2.7. (Bloch–Ogus, [7, Cor. 7.4]) Pour X projective et lisse, il y a un isomorphisme
H3nr(X,Z(2))/Im[H
3(X(C),Z(2))] ≃→ Griff2(X).
Voici une autre application du the´ore`me 2.3.
The´ore`me 2.8. Soit A un groupe abe´lien. Pour tout entier i ≥ 0,
(i) le groupe H inr(X,A),
(ii) l’image de H i(X(C), A) dans H inr(X,A) ⊂ H
i
B(C(X), A),
(iii) le quotient du premier groupe par le second,
sont des invariants birationnels des varie´te´s projectives et lisses sur C, invariants qui s’annulent
sur les varie´te´s rationnelles.
De´monstration. L’invariance birationnelle de H inr(X,A) est une conse´quence du the´ore`me
2.3 (validite´ de la conjecture de Gersten), voir [13, Thm. 4.4.1].
L’invariance birationnelle de l’image de H i(X(C), A) dans H iB(C(X), A), est e´tablie par
Grothendieck dans [26, III (9.2)]. Comme on est en caracte´ristique ze´ro, on peut utiliser le
the´ore`me d’Hironaka et re´duire la de´monstration au cas de l’e´clatement d’une sous-varie´te´ ferme´e
lisse. On sait comment se calcule la cohomologie d’un tel e´clatement : tout ce qu’on ajoute dans
la cohomologie est supporte´ dans le diviseur exceptionnel et donc s’annule par passage au corps
des fonctions.
2.2 K-the´orie alge´brique, cohomologie e´tale et conjecture de Bloch–Kato
Sur tout sche´ma X et tout entier i ≥ 0, on note Ki,X le faisceau pour la topologie de Zariski
sur X associe´ au pre´faisceau U 7→ Ki(H
0(U,OX)). Le cas n = 0 du the´ore`me suivant (conjecture
de Gersten pour la K-the´orie alge´brique) est un ce´le`bre re´sultat de Quillen. On trouvera une
de´monstration du cas ge´ne´ral dans [14].
The´ore`me 2.9. Soit X une varie´te´ lisse connexe sur un corps F . Pour tout entier i ≥ 1, et
tout entier n ≥ 0, on a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X
0→ Ki,X/n→ iX∗Ki(F (X))/n
∂
→
⊕
D∈X(1)
iD∗Ki−1(F (D))/n
∂
→ . . .
∂
→
⊕
D∈X(i)
iD∗Z/n→ 0.
A` tout anneau commutatif unitaire A et tout entier i ≥ 0 et tout entier i ≥ 0 on associe
le groupe KMi (A) quotient du produit tensoriel A
× ⊗Z . . . ⊗Z A
× (i fois) par le sous-groupe
engendre´ par les e´le´ments x1 ⊗ . . . ⊗ xi avec xr + xs = 1 pour un couple d’entiers r < s. Pour
A un corps, c’est la de´finition de Milnor. On a KM1 (A) = A
∗. Sur tout sche´ma X et tout
entier i ≥ 0, on note KMi,X le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associe´ au pre´faisceau
U 7→ KMi (H
0(U,OX )). L’analogue du the´ore`me de Quillen pour la K-the´orie de Milnor a fait
l’objet de travaux de nombreux auteurs. On a maintenant le re´sultat suivant (M. Kerz [32, Thm.
7.1]) :
The´ore`me 2.10. Soit X une varie´te´ lisse connexe sur un corps infini F . Pour tout entier i ≥ 1,
et tout entier n ≥ 0, on a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X
0→ KMi,X/n→ iX∗K
M
i (F (X))/n
∂
→
⊕
D∈X(1)
iD∗K
M
i−1(F (D))/n
∂
→ . . .
∂
→
⊕
D∈X(i)
iD∗Z/n→ 0.
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Soit M un module continu discret sur le groupe de Galois absolu G de F , et i ≥ 0 un entier.
On note H i(F,M) = H i(G,M) le i-ie`me groupe de cohomologie galoisienne de M .
The´ore`me 2.11. (Bloch–Ogus [7]) Soit X une varie´te´ lisse connexe sur un corps F . Soit n un
entier positif premier a` la caracte´ristique de F , et soit µn le faisceau e´tale sur X de´fini par les
racines n-ie`mes de l’unite´. Soit HiX(µ
⊗i
n ) le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associe´
au pre´faisceau U 7→ H ie´t(U, µ
⊗i
n ). Pour tout entier i ≥ 1, tout entier j ∈ Z et tout entier n ≥ 0,
on a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X
0→HiX(µ
⊗j
n )→ iX∗H
i(F (X), µ⊗jn )
∂
→
⊕
D∈X(1)
iD∗H
i−1(F (D), µ⊗j−1n )
∂
→ . . .
∂
→
⊕
D∈X(i)
iD∗H
0(F (D), µ⊗j−in )→ 0.
En d’autres termes, quand on prend les sections de cette suite sur un anneau local de X, on
obtient une suite exacte de groupes abe´liens. Ceci vaut encore quand on prend les sections sur
un anneau semilocal de X (voir [14]).
Pour toute varie´te´ X sur C, tout groupe abe´lien de torsion A, et tout entier i ≥ 0, les
the´ore`mes de comparaison de SGA4 [1] donnent des isomorphismes canoniques
H ie´t(X,A)
≃
→ H i(X(C), A) et H i(C(X), A) ≃→ H iB(C(X), A). On en de´duit un isomorphisme ca-
nonique entre le faisceau Zariski HiX(A) obtenu par faisceautisation de U 7→ H
i
e´t(U,A) et le
faisceau Zariski HiX(A) obtenu par faisceautisation de U 7→ H
i(U(C), A) , ce qui nous autorise
a` utiliser une notation unique pour ces deux faisceaux. Pour X lisse sur C, et A = µ⊗jn , cela
permet d’identifier les suites exactes de faisceaux des the´ore`mes 2.3 et 2.11.
Notons CH i(X) le groupe de Chow des cycles de codimension i modulo l’e´quivalence ra-
tionnelle et H inr(X,µ
⊗j
n ) = H0(X,HiX(µ
⊗j
n )). Du the´ore`me 2.11, on tire comme au paragraphe
pre´ce´dent des isomorphismes
CH i(X)/n
≃
→ H i(X,HiX(µ
⊗i
n ))
et des suites exactes
H3e´t(X,µ
⊗2
n )→ H
3
nr(X,µ
⊗2
n )→ CH
2(X)/n → H4e´t(X,µ
⊗2
n ).
Rappelons l’e´nonce´ de la conjecture de Bloch–Kato en K-the´orie alge´brique.
(BKi,n) Soient i ≥ 1 et n ≥ 2 des entiers. Pour tout corps F de caracte´ristique premie`re a`
n, l’application de re´ciprocite´ (de´finie par Tate)
KMi (F )/n → H
i(F, µ⊗in ),
qui envoie les groupes de K-the´orie de Milnor modulo n vers les groupes de cohomologie galoi-
sienne, est un isomorphisme.
Des cas particuliers importants de cette conjecture ont e´te´ de´montre´s par Merkur’ev et Suslin
([37], [38]), Rost [47], et Voevodsky [53]. Le cas ge´ne´ral vient d’eˆtre e´tabli par Voevodsky [54]
et Rost (cf. [51]), voir aussi le texte de Weibel [61].
Il est facile, dans chacun des e´nonce´s du pre´sent article, de de´terminer lesquels parmi les
e´nonce´s BKi,n sont requis pour les de´monstrations.
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Pour X une varie´te´ lisse sur un corps infini F et n > 0 un entier premier a` la caracte´ristique
de F , les applications de re´ciprocite´ de´finissent un morphisme de la suite exacte du the´ore`me 2.10
dans la suite exacte du the´ore`me 2.11 (cf. [32]). Sous la conjecture de Bloch–Kato, on de´duit de
ces deux the´ore`mes un isomorphisme de faisceaux pour la topologie de ZariskiKMi,X/n
≃
→HiX(µ
⊗i
n ).
Comme explique´ dans [32, Thm. 7.8], une me´thode due a` Hoobler permet d’e´tablir un e´nonce´
plus ge´ne´ral : Sous la conjecture de Bloch–Kato, pour tout anneau semilocal A contenant un corps
F infini et tout entier n premier a` la caracte´ristique de F , pour tout entier i ≥ 1, l’application
de re´ciprocite´ KMi (A)/n→ H
i
e´t(A,µ
⊗i
n ) est un isomorphisme.
Pour F un corps, on a des homomorphismes KMi (F )→ Ki(F ), qui sont des isomorphismes
pour i = 0, 1, 2. Pour i ≤ 2, on a donc Ki,X/n
≃
→HiX(µ
⊗i
n ).
3 Cohomologie non ramifie´e et conjecture de Hodge entie`re
3.1 Ge´ne´ralisation d’un argument de Bloch et Srinivas
Dans cette partie on de´taille et ge´ne´ralise un argument de Bloch et Srinivas [8]. Soit X une
varie´te´ alge´brique sur C. Les notations sont celles du paragraphe 2.1.
The´ore`me 3.1. Soit X une varie´te´ alge´brique connexe sur C. Pour tout entier i, la multiplica-
tion par un entier n > 0 sur les faisceaux HpX(Z(i)) induit des suites exactes courtes de faisceaux
Zariski sur X
0→ HpX(Z(i))
×n
→ HpX(Z(i))→H
p
X(µ
⊗i
n )→ 0.
En particulier les faisceaux HpX(Z(i)) sont sans torsion, et donc leurs groupes de sections globales
H0(X,HpX(Z(i))) = H
p
nr(X,Z(i)) sont sans torsion.
De´monstration. Les suites exactes de groupes abe´liens
0→ Z(i) ×n−→ Z(i)→ µ⊗in → 0
donnent naissance a` de longues suites exactes de groupes de cohomologie sur tout U(C) pour
U ⊂ X ouvert Zariski, et donc a` de longues suites de faisceaux sur XZar
· · · → Hp−1X (µ
⊗i
n )→H
p
X(Z(i))
×n
−→ HpX(Z(i))→H
p
X(µ
⊗i
n )→H
p+1
X (Z(i))→ · · · .
Il s’agit donc de montrer que les fle`ches HpX(Z(i))→H
p
X(µ
⊗i
n ) sont surjectives. Il suffit pour
cela d’e´tablir que les fle`ches HpX(Z(p))→H
p
X(µ
⊗p
n ) le sont.
On a le diagramme commutatif de faisceaux sur Xcl
0 −→ Z(1) −→ OX,cl
exp
−→ O×X,cl −→ 1
↓ ↓ ↓ id
0 −→ µn −→ O
×
X,cl
z 7→zn
−→ O×X,cl −→ 1
ou` les deux fle`ches verticales de gauche sont de´finies par z 7→ exp(z/n).
Dans ce diagramme, le faisceau OX,cl de´signe le faisceau des fonctions continues sur X(C) a`
valeurs complexes sur X(C), vu sur Xcl.
De ce diagramme on de´duit un diagramme commutatif de faisceaux sur XZar :
π∗O
×
X,cl → R
1π∗(Z(1))
↓ id ↓
π∗O
×
X,cl → R
1π∗(µn)
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On cherche a` identifier la fle`che compose´e O×X,Zar → π∗O
×
X,cl → R
1π∗(µn).
D’apre`s [1, Thm. 4.4], on a R1f∗µn = 0. La suite exacte de faisceaux sur Xcl
1→ µn → O
×
X,cl
z 7→zn
−→ O×X,cl → 1
induit donc une suite exacte de faisceaux sur Xe´t
1→ f∗µn → f∗O
×
X,cl
z 7→zn
−→ f∗O
×
X,cl → 1.
On a le diagramme commutatif de faisceaux sur Xe´t
1 → f∗µn → f∗O
×
X,cl
z 7→zn
−→ f∗O
×
X,cl → 1
↑ ≃ ↑ ↑
1 → µn → O
×
X,e´t
z 7→zn
−→ O×X,e´t → 1
d’ou` l’on de´duit un diagramme commutatif sur XZar
g∗f∗O
×
X,cl → R
1g∗(f∗µn)
↑ ↑ ≃
g∗O
×
X,e´t → R
1g∗µn
Comme R1f∗µn = 0, la fle`che naturelle R
1g∗(f∗µn)→ R
1π∗µn est un isomorphisme.
Le diagramme ci-dessus se re´e´crit
π∗O
×
X,cl → R
1π∗µn
↑ ↑ ≃
g∗O
×
X,e´t → R
1g∗µn
On obtient le diagramme commutatif
π∗O
×
X,cl → R
1π∗(Z(1))
↓ id ↓
π∗O
×
X,cl → R
1π∗µn
↑ ↑ ≃
g∗O
×
X,e´t → R
1g∗µn
Le the´ore`me de Hilbert 90, sous la forme de Grothendieck, assure R1g∗O
×
X,e´t = 0. Ainsi la fle`che
g∗O
×
X,e´t → R
1g∗µn est surjective. Du diagramme ci-dessus il re´sulte que la fle`che
R1π∗(Z(1))→ R1π∗µn
est surjective, ce qui se traduit encore ainsi : le faisceau R2π∗(Z(1)) est sans torsion ([3, Lemma
3.2]).
Observons que la fle`che O×X,Zar → g∗O
×
X,e´t est un isomorphisme. On a donc e´tabli le fait
suivant : la fle`che compose´e
O×X,Zar → π∗O
×
X,cl → R
1π∗(Z(1))→ R1π∗µn → R1g∗µn,
ou` la dernie`re fle`che est l’isomorphisme re´ciproque du compose´ d’isomorphismes
R1g∗µn
≃
→ R1g∗(f∗µn)
≃
→ R1(g ◦ f)∗(µn) = R
1π∗µn,
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est la surjection naturelle de faisceaux induite par la suite de Kummer.
On prend maintenant des produits tensoriels et des cup-produits. On obtient ainsi une suite
d’homomorphismes
(O×X,Zar)
⊗p → Rpπ∗((Z(p))→ Rpπ∗(µ⊗pn )→ R
pg∗(µ
⊗p
n ),
le compose´ (O×X,Zar)
⊗p → Rpg∗(µ
⊗p
n ) est simplement le compose´
(O×X,Zar)
⊗p → (R1g∗µn)
⊗p → Rpg∗(µ
⊗p
n ),
la premie`re fle`che e´tant donne´e par la suite de Kummer.
Comme Rif∗(µ
⊗p
n ) = 0 pour tout i > 0 ([1], loc. cit.), la fle`che Rpπ∗(µ
⊗p
n ) → Rpg∗(µ
⊗p
n ) est
un isomorphisme.
Comme rappele´ a` la fin de la section 2.2, la conjecture de Bloch–Kato implique que la fle`che
de faisceaux Zariski
(O×X,Zar)
⊗p → Rpg∗(µ
⊗p
n )
est surjective. Notons que l’on ne fait pas ici d’hypothe`se de lissite´ sur X.
La combinaison de ces re´sultats implique que la fle`che
Rpπ∗(Z(p))→ Rpπ∗(µ⊗pn )
est surjective. Ceci e´tablit le the´ore`me.
Remarque 3.2. Des cas particuliers du the´ore`me 3.1 avaient e´te´ e´tablis.
Pour X lisse et p = 2, Bloch et Srinivas [8] (voir la de´monstration du the´ore`me 1 (ii), p. 1240)
utilisent le the´ore`me de Merkur’ev-Suslin pour montrer que la suite ci-dessus est exacte, et que
donc le faisceau H3X(Z) est sans torsion.
Barbieri-Viale [3] observe que lorsque la dimension de X est 3, pour tout ouvert affine U de
X, on a Hr(U(C),Z) = 0 et Hr(U(C),Z/n) = 0 pour r ≥ 4 (the´ore`me de Lefschetz faible, cf.
[56, Thm. 13.2.22]). Ainsi les faisceaux HrX(Z) et H
r
X(Z/n) sont nuls pour r ≥ 4. Le the´ore`me
de Merkur’ev–Suslin suffit alors a` e´tablir le the´ore`me ci-dessus pour les varie´te´s de dimension 3.
L. Barbieri-Viale nous signale une de´monstration du the´ore`me 3.1 dans sa pre´publication
[4].
3.2 Action des correspondances et cohomologie des faisceaux Hn(Z)
Proposition 3.3. Soit X une varie´te´ projective, lisse, connexe sur C, de dimension d.
(i) Si le groupe CH0(X) est supporte´ sur un ferme´ alge´brique Y ⊂ X avec dimY = r, alors
H0(X,HpX(A)) est annule´ par un entier N 6= 0 pour p > r. En particulier H
0(X,HpX(Z)) = 0
pour p > r.
(ii) Si le groupe CH0(X) est supporte´ sur un ferme´ alge´brique Y ⊂ X avec codimY = r,
alors pour p < r le groupe Hp(X,HdX (A)) est annule´ par un entier N > 0.
(iii) Pour l’espace projectif X = PdC, on a H
p(X,HqX(A)) = 0, pour p 6= q et H
p(X,HpX(A)) =
A pour tout p ≤ d.
De´monstration. Les correspondances modulo e´quivalence alge´brique agissent sur la coho-
mologie des faisceaux Hi(A), pour tout groupe abe´lien A. Pour la commodite´ du lecteur, nous
avons inclus en appendice une preuve de ce fait dans le contexte de la cohomologie de Betti.
Pour la cohomologie e´tale a` coefficients des groupes Z/n, dans le cadre des modules de cycles
de Rost [46], une telle action est construite par Merkur’ev dans [36].
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(i) La de´composition de la diagonale (cf. [8]) dit que sous l’hypothe`se de la proposition, on
a pour un entier N 6= 0 une e´galite´ de cycles modulo e´quivalence rationnelle sur X ×X :
N∆X = Γ1 + Γ2 dans CH
d(X ×X),
ou` Γ1 est supporte´ sur Y ×X, ou` l’on peut supposer que Y est de pure dimension r, et Γ2 est
supporte´ surX×D, avec D $ X. Prenant les actions de ces correspondances surHp(X,HdX(A)),
on obtient l’e´galite´ :
NId = Γ1∗ + Γ2∗ : H
0(X,HpX (A))→ H
0(X,HpX(A)).
Introduisant des de´singularisations D˜ de D et Y˜ de Y et des rele`vements de Γ1, Γ2, on constate
que Γ1∗ se factorise par la fle`che de restriction
H0(X,HpX(A))→ H
0(Y˜ ,Hp
Y˜
(A)).
Or le faisceau Hp
Y˜
(A) est nul car dim(Y˜ ) < p. Par ailleurs Γ2∗ a son image dans H
0(X,HpX(A))
constitue´e de classes a` support dans le ferme´ D $ X, donc nulles (The´ore`me 2.3). Ainsi
NH0(X,HpX (A)) = 0. Si A = Z, le the´ore`me 3.1 dit que H
0(X,HpX(Z)) est sans torsion et
donc H0(X,HpX(Z)) = 0.
(ii) En permutant les facteurs, on trouve une e´galite´ de cycles modulo e´quivalence rationnelle
sur X ×X :
N∆X = Γ1 + Γ2 dans CH
d(X ×X),
ou` Γ1 est supporte´ sur D×X, D $ X et Γ2 est supporte´ sur X × Y , ou` l’on peut supposer que
Y est de pure codimension r. Prenant les actions de ces correspondances sur Hp(X,HdX(A)), on
obtient l’e´galite´ :
NId = Γ1∗ + Γ2∗ : H
p(X,HdX (A))→ H
p(X,HdX(A)).
Introduisant des de´singularisations D˜ de D et Y˜ de Y et des rele`vements de Γ1, Γ2, on constate
que Γ1∗ se factorise par la fle`che de restriction
Hp(X,HdX(A))→ H
p(D˜,Hd
D˜
(A))
qui est nulle car dimD < d et donc Hd
D˜
(A)) = 0. Enfin Γ2∗ se factorise par la fle`che
j˜∗ : H
p−r(Y˜ ,Hd−r
Y˜
(A))→ Hp(X,HdX(A))
induite par j : Y˜ → X, qui est nulle car p < r. Donc NId = 0 sur Hp(X,HdX(A)).
(iii) Pour X = PdC, on a une de´composition comple`te de la diagonale dans CH
d(X ×X)
∆X =
d∑
i=0
hi1h
d−i
2 ,
ou` h = c1(OPd(1)) ∈ CH
1(Pd) et hi := pr∗i h, i = 1, 2. On en de´duit que pour α ∈ H
p(X,HqX(A)),
on a ∆X∗α =
∑d
i=0(h
i
1h
d−i
2 )∗α. Soient Xi = P
i
ji
→֒ Pd et πi : Pi → pt l’application constante.
Alors hi1h
d−i
2 est la classe de Xd−i ×Xi dans X ×X et on a
(hi1h
d−i
2 )∗α = ji∗(π
∗
i (πd−i∗(j
∗
d−iα))),
ce qui montre que Hp(X,HqX (A)) = 0 pour p 6= q car πd−i∗ ◦ j
∗
d−i s’annule sur H
p(X,HqX(A))
pour p 6= q. L’assertion restante re´sulte du meˆme argument ou, si A = Z, du corollaire (2.4).
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Proposition 3.4. Pour tout groupe abe´lien A et tout entier i ≥ 0, les groupes H i(X,HdX(A))
sont des invariants birationnels des varie´te´s connexes, projectives et lisses sur C de dimension d.
De´monstration. Soient X et Y deux varie´te´s projectives lisses sur C de dimension d et
φ : X 99K Y une application birationnelle. Soit Γφ ⊂ X × Y le graphe de φ et Γφ−1 ⊂ Y ×X
le graphe de φ−1. Regardons ces correspondances modulo e´quivalence alge´brique, de fac¸on a`
pouvoir les composer.
Lemme 3.5. Le compose´ Γφ−1 ◦ Γφ ∈ CH
d(X ×X)/alg se de´compose de la fac¸on suivante :
Γφ−1 ◦ Γφ = ∆X + Z dans CH
d(X ×X)/alg, (2)
ou` ∆X est la diagonale de X et Z est un cycle de X ×X supporte´ sur D×X, D $ X e´tant un
ferme´ propre de X.
A` l’aide de ce lemme, on conclut de la fac¸on suivante : Comme dans la preuve de la proposition
3.3, on note qu’un cycle Z comme ci-dessus agit trivialement sur H i(X,HdX(A)) pour tout i. On
conclut donc de la de´composition (2) que l’on a :
Γφ−1 ∗ ◦ Γφ ∗ = Id : H
i(X,HdX(A))→ H
i(X,HdX(A)).
Mais, pour les meˆmes raisons, on a aussi
Γφ ∗ ◦ Γφ−1 ∗ = Id : H
i(Y,HdY (A))→ H
i(Y,HdY (A)),
d’ou` l’on conclut que Γφ ∗ : H
i(X,HdX(A))→ H
i(Y,HdY (A)) est un isomorphisme.
De´monstration du lemme 3.5. D’apre`s la the´orie de l’intersection raffine´e de Fulton (voir
[20, Chap. 6]), et compte tenu de la de´finition de la composition des correspondances, il suffit
de montrer qu’il existe un ferme´ alge´brique propre D $ X tel que p13(p−112 (Γφ)∩ p
−1
23 (Γφ−1)), ou`
les pij sont les diffe´rentes projections de X × Y × X sur les produits de deux de ses facteurs,
co¨ıncide (multiplicite´s comprises) avec ∆X au-dessus de U ×X, ou` U = X \D.
Notons V l’ouvert de de´finition de φ et prenons pour ouvert U ⊂ X l’ouvert de V de´fini
comme φ−1(W ), ou` W ⊂ Y est l’ouvert de de´finition de φ−1. Alors au-dessus de U , la premie`re
projection p1 : X × Y → X induit un isomorphisme local entre le graphe de φ et X. La
varie´te´ U peut alors eˆtre vue comme un ouvert U ′ de ce graphe. Via la seconde projection
p2 : X × Y → Y , U
′ est par construction envoye´ dans l’ouvert de de´finition de φ−1, et donc
l’intersection p−112 (Γφ) ∩ p
−1
23 (Γφ−1) s’identifie au-dessus de U a` la sous-varie´te´ lisse
{(x, φ(x), φ−1(φ(x)) = x), x ∈ V, φ(x) ∈W}
de X × Y ×X, ce qui donne le re´sultat.
Certains des invariants birationnels donne´s par la proposition 3.4 e´taient connus. Pour ce
qui est de la non-trivialite´ de ces invariants, les proprie´te´s de la suite spectrale de Bloch–Ogus
(§2.1) donnent les informations suivantes. Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C
de dimension d.
Pour i = 0, on trouve la cohomologie non ramifie´e de X en degre´ d.
Pour i = d, on a Hd(X,HdX (Z)) = CH
d(X)/alg = Z et Hd(X,HdX (Z/n)) = CH
d(X)/n =
Z/n.
Pour i = d− 1, on a Hd−1(X,HdX(Z)) = H
2d−1(X(C),Z) ≃ H1(X(C),Z) et pour un entier
n > 1, on a Hd−1(X,HdX (Z/n)) = H
2d−1(X(C),Z/n), groupe dual de H1(X(C),Z/n), qui est
un invariant birationnel bien connu, co¨ıncidant avec la n-torsion du groupe de Picard de X. Ces
groupes sont non nuls si H1(X,OX) 6= 0, soit encore b1 6= 0. La torsion du groupe de Ne´ron-
Severi NS(X), e´gale a` celle du groupe H2(X(C),Z), peut aussi apporter une contribution.
Pour ce qui est des coefficients rationnels, ces re´sultats se ge´ne´ralisent de la fac¸on suivante :
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Proposition 3.6. Si H i(X,OX ) 6= 0, on a H
d−i(X,HdX(Q)) 6= 0.
De´monstration. Cela re´sulte du fait (cf. [7, p. 194], [22], [41]) que l’aboutissement de la
filtration de Leray sur H2d−iB (X(C),Q) relative a` π : Xcl → XZar est la filtration par le co-
niveau N . Si le terme extreˆme Ed−i,d2 = H
d−i(X(C),HdX(Q)) est nul, on conclut donc que
H2d−iB (X(C),Q) = N
d−i+1H2d−iB (X(C),Q). Ceci entraˆıne classiquement (cf. [27]) que le coni-
veau de Hodge de la structure de Hodge sur H2d−iB (X(C),Q) est ≥ d − i + 1, et donc que
Hd,d−i(X) := Hd−i(X,ΩdX ) = H
d−i(X,KX) = 0. Par la dualite´ de Serre, ceci contredit l’hy-
pothe`se H i(X,OX) 6= 0 .
3.3 H3 non ramifie´ a` coefficients finis et de´faut de la conjecture de Hodge
entie`re en degre´ 4
The´ore`me 3.7. Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C. On a les suites exactes
0→ H3nr(X,Z(2))/n → H
3
nr(X,µ
⊗2
n )→ Z
4(X)[n]→ 0,
0→ H3nr(X,Z(2)) ⊗Q/Z→ H
3
nr(X,Q/Z(2))→ Z
4(X)tors → 0.
De´monstration. On conside`re la suite spectrale
Epq2 = H
p(X,HqX(Z(2))) =⇒ H
∗(X(C),Z(2))
associe´e au morphisme de sites X(C) → XZar. Cette suite est concentre´e dans le premier qua-
drant. Comme X est lisse, la conjecture de Gersten, connue pour cette cohomologie ([7], voir
[14] et le §2.1 ci-dessus), implique que cette suite spectrale est en outre concentre´e dans le demi-
quadrant p ≤ q. La fle`che qui va de H2(X,H2X(Z(2))) dans H
4(X(C),Z(2)) a pour image le
groupe H4alg(X(C),Z(2)) des cycles alge´briques. Cela re´sulte de l’identification de la filtration
qu’on obtient ainsi avec la filtration par la codimension du support ([41], [22]).
De la suite spectrale on tire alors une suite exacte
0→ H1(X,H3X(Z(2)))→ [H
4(X(C),Z(2))/H4alg(X(C),Z(2))] → H
0(X,H4X(Z(2))).
Pour X de dimension quelconque, le faisceau H4X(Z(2)) est sans torsion (the´ore`me 3.1). On
en conclut
H1(X,H3X (Z(2)))[n] ≃ [H
4(X(C),Z(2))/H4alg(X(C),Z(2))][n].
Comme on l’a rappele´ dans l’introduction, Z4(X)[n] = [H4(X(C),Z(2))/H4alg(X(C),Z(2))][n].
On a montre´ au the´ore`me 3.1 que la suite de faisceaux
0→H3X(Z(2))
×n
→ H3X(Z(2))→H
3
X(µ
⊗2
n )→ 0
est exacte. Elle donne naissance a` la suite exacte
0→ H0(X,H3X(Z(2)))/n → H
0(X,H3X(µ
⊗2
n ))→ H
1(X,H3X(Z(2)))[n]→ 0.
Ceci e´tablit le premier e´nonce´ du the´ore`me.
Le second s’obtient par passage a` la limite directe dans les suites exactes de (i) pour n
variable. C’est une conse´quence du the´ore`me de Merkur’ev et Suslin que les fle`ches de passage
de la suite pour n a` la suite pour n.n′ sont toutes injectives.
Rappelons que la conjecture de Hodge rationnelle vaut en degre´ 2 et 2d − 2 pour toute
varie´te´ projective et lisse de dimension d, donc en tout degre´ 2i pour une varie´te´ de dimension
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au plus 3. Plus ge´ne´ralement, comme rappele´ dans l’introduction, Bloch et Srinivas [8, Thm. 1
(iv)] ont montre´ que si le groupe CH0(X) est ≪ repre´sente´ ≫ par le groupe CH0 d’une varie´te´
de dimension au plus 3 alors la conjecture de Hodge rationnelle vaut en degre´ 4 pour X.
On a donc l’e´nonce´ suivant :
The´ore`me 3.8. Soit X connexe, projective et lisse. S’il existe une varie´te´ Y connexe, projective
et lisse de dimension au plus 3 et un morphisme f : Y → X tels que l’application induite
f∗ : CH0(Y ) → CH0(X) soit surjective, alors le groupe Z
4(X) est un groupe fini, et l’on a la
suite exacte
0→ H3nr(X,Z(2)) ⊗Q/Z→ H
3
nr(X,Q/Z(2)) → Z
4(X)→ 0.
Le the´ore`me suivant s’applique en particulier aux varie´te´s unirationnelles et aux solides
unire´gle´s.
The´ore`me 3.9. Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C. S’il existe une varie´te´
Y , projective et lisse de dimension 2 et un morphisme f : Y → X tels que l’application induite
f∗ : CH0(Y ) → CH0(X) soit surjective, alors le groupe Z
4(X) est fini, le groupe H3nr(X,Z(2))
est nul et l’on a un isomorphisme de groupes finis H3nr(X,Q/Z(2))
≃
→ Z4(X).
De´monstration. D’apre`s les the´ore`mes 3.7 et 3.8, il suffit de montrer l’annulation de
H3nr(X,Z(2)). Sous l’hypothe`se ci-dessus, celle-ci est un cas particulier de la proposition 3.3
(i).
Remarque 3.10. Dans [3], Barbieri-Viale conside`re les varie´te´s projectives et lisses de dimen-
sion 3. Il montre (Teorema 5.2) que si H0(X,H3X (Z(2))) = 0 (ce qui est en particulier satisfait
si X est unirationnelle) alors pour tout entier n > 0,
H0(X,H3X(µ
⊗2
n ))
≃
→ Z4(X)[n].
Les de´monstrations de ce paragraphe e´tendent directement sa de´monstration.
3.4 De´faut de la conjecture de Hodge entie`re en degre´ 2d− 2.
Le cas particulier dim(X) = 3 du the´ore`me 3.7 porte sur les cycles de dimension 1. On peut
aussi e´tablir un e´nonce´ sur les cycles de dimension 1 sur les varie´te´s de dimension quelconque.
The´ore`me 3.11. Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C, de dimension d. On a
une suite exacte
0→ Hd−3(X,HdX (Z(d− 1))) ⊗Q/Z→ H
d−3(X,HdX(Q/Z(d− 1)))→ Z
2d−2(X)→ 0,
ou` le groupe Z2d−2(X) est fini.
De´monstration. Comme montre´ au the´ore`me 3.1, on a la suite exacte courte de faisceaux
0→HdX(Z(d− 1))
×n
→ HdX(Z(d− 1))→ H
d
X(µ
⊗d−1
n )→ 0.
Pour tout entier n > 0, on a donc une suite exacte
0→ Hd−3(X,HdX(Z(d− 1)))/n → H
d−3(X,HdX(µ
⊗d−1
n ))→ H
d−2(X,HdX (Z(d− 1)))[n]→ 0.
Par passage a` la limite sur n, on a une suite exacte
0→ Hd−3(X,HdX(Z(d−1)))⊗Q/Z→ H
d−3(X,HdX (Q/Z(d−1)))→ H
d−2(X,HdX(Z(d−1)))tors → 0.
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Les termes Epq2 de la suite spectrale de Bloch–Ogus pour le faisceau Z(d − 1) sont nuls en
dehors du triangle 0 ≤ p ≤ q ≤ d (voir le §2.1). On obtient ainsi la suite exacte
Hd−3(X,HdX(Z(d−1)))→ CH
d−1(X)/alg → H2d−2(X(C),Z(d−1)) → Hd−2(X,HdX(Z(d−1)))→ 0.
Les arguments donne´s dans l’introduction montrent que le groupe Z2d−2(X) est fini, et qu’il
s’identifie a` la torsion du conoyau de l’application CHd−1(X)/alg → H2d−2(X(C),Z(d− 1)), et
donc, d’apre`s ce qui pre´ce`de, a` la torsion, finie, du groupe de type finiHd−2(X,HdX(Z(d−1))).
Corollaire 3.12. Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C, de dimension d. Si le
groupe CH0(X) est supporte´ sur une surface, alors on a un isomorphisme de groupes finis
Hd−3(X,HdX(Q/Z(d− 1)))
≃
→ Z2d−2(X).
De´monstration. D’apre`s la proposition 3.3, le groupe Hd−3(X,HdX(Z(d − 1))) est, sous
l’hypothe`se ci-dessus, de torsion. On conclut par une application du the´ore`me 3.11.
Remarque 3.13. Comme il est remarque´ dans [49, Lemme 1], le groupe Z2d−2(X) est un in-
variant birationnel des varie´te´s projectives, lisses, connexes sur C. Le the´ore`me 3.11 de´crit ce
groupe a` l’aide de la cohomologie de X a` valeurs dans les faisceaux HdX , d = dimX, pour des
coefficients ade´quats. La proposition 3.4 montre que ces groupes sont aussi des invariants bira-
tionnels et la Proposition 3.6 donne une condition suffisante pour leur non trivialite´ a` coefficients
dans Q.
Quant aux coefficients de torsion, pour tout entier d ≥ 3, des exemples de Kolla´r (voir §5.3
ci-apre`s, [34], [49, §2], [57, Thm. 1]) montrent que le groupe Z2d−2(X) n’est pas force´ment nul.
Pour d ≥ 4, ceci donne des exemples ou` les invariants birationnels Hd−2(X,HdX (Z)) et
Hd−3(X,HdX(Z/n)) sont non nuls, mais ou` cependant les groupes H
i(X,OX ) intervenant dans
la Proposition 3.6 sont nuls.
4 Cohomologie non ramifie´e a` coefficients entiers en degre´ 3, co-
homologie cohe´rente en degre´ 3, groupe de Griffiths en degre´ 2
Dans toute cette section on conside`re une varie´te´ X connexe, projective et lisse sur C. On
se propose de discuter un lien conjectural entre H3nr(X,Z) et H
3(X,OX ).
4.1 La situation en degre´s 1 et 2
Les groupesH1nr etH
2
nr sont compris depuis longtemps ([26, II.3 et III.8]). Le lecteur ve´rifiera
que l’on a H1nr(X,Z) = 0 si et seulement si H
1(X,OX ) = 0.
Notons Br(X) = H2e´t(X,Gm) le groupe de Brauer–Grothendieck. Pour tout entier n > 0,
on a
H2nr(X,µn)
≃
→ Br(X)[n].
On a la suite exacte
0→ NS(X)→ H2(X(C),Z(1)) → H2nr(X,Z(1)) → 0,
ou` NS(X) est le groupe de Ne´ron–Severi de X. La fle`che NS(X)→ H2(X(C),Z(1)) induit un
isomorphisme sur les groupes de torsion. Si l’on note ρ le rang du Q-vectoriel NS(X)⊗Q et b2
le deuxie`me nombre de Betti de X(C), on a un isomorphisme de groupes abe´liens
H2nr(X,Z(1)) ≃ Z
b2−ρ.
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Enfin on a une suite exacte
0→ (Q/Z)b2−ρ → H2nr(X,Q/Z(1))→ H
3(X(C),Z(1))tors → 0.
Par ailleurs la the´orie de Hodge montre que l’on a b2−ρ = 0 si et seulement siH
2(X,OX ) = 0.
En d’autres termes, H2nr(X,Z(1)) = 0 si et seulement si H
2(X,OX ) = 0.
4.2 La situation en degre´ 3
Au paragraphe 2.1, on vu l’isomorphisme
H3nr(X,Z(2))/Im[H
3(X(C),Z(2))] ≃→ Griff2(X).
Le the´ore`me 3.1 assure que le groupe H3nr(X,Z(2)) est sans torsion. Comme le groupe
H3(X(C),Z(2)) est de type fini, on en de´duit imme´diatement :
Proposition 4.1. Pour tout l premier, le sous-groupe de torsion l-primaire Griff2(X){l} est
de cotype fini, son sous-groupe divisible maximal e´tant de corang au plus le troisie`me nombre de
Betti b3.
Le re´sultat suivant montre que le groupe H3nr(X,Z(2))/Im[H
3(X(C),Z(2))] n’est pas en
ge´ne´ral de torsion.
The´ore`me 4.2. (Griffiths [25]) Soit X ⊂ P4 une hypersurface tre`s ge´ne´rale de degre´ 5. Alors
le groupe Griff2(X) n’est pas de torsion.
Ce re´sultat a e´te´ ame´liore´ de fac¸on frappante par Clemens [10] (voir aussi [55] pour le cas
des varie´te´s de Calabi-Yau de dimension 3 arbitraires) qui montre que dans le cas conside´re´ par
Griffiths, le Q-espace vectoriel Griff2(X)⊗Q ≃ H3nr(X,Q(2))/Im[H
3(X(C),Q(2))] n’est pas de
dimension finie.
Par ailleurs le groupe H3nr(X,Z(2))/Im[H
3(X(C),Z(2))] ≃ Griff2(X) n’est pas en ge´ne´ral
divisible :
The´ore`me 4.3. (Bloch–Esnault [6]) Il existe des intersections comple`tes lisses X ⊂ P5C de
dimension 3 pour lesquelles le groupe de Griffiths Griff2(X) n’est pas divisible.
Ceci a e´te´ rafffine´ par C. Schoen [48]), qui montre qu’il existe des varie´te´s X projectives
lisses connexes de dimension 3 sur C et des entiers n > 1 tels que les quotients Griff2(X)/n et
CH2(X)/n = [CH2(X)/alg]/n soient infinis.
Les de´monstrations de ces re´sultats sont arithme´tiques, les varie´te´s conside´re´es sont de´finies
sur un corps de nombres.
Supposons maintenant H3(X,OX ) = 0. La conjecture de Hodge ge´ne´ralise´e (par Gro-
thendieck [27]) pre´dit alors que la cohomologie H3(X,Q) est de coniveau ge´ome´trique 1, de
sorte qu’il devrait exister une varie´te´ projective complexe lisse Y de dimension n − 1, ou`
n = dimX, et un morphisme j : Y → X, tel que j∗ : H
1(Y,Q) → H3(X,Q) soit sur-
jectif. Il en re´sulte imme´diatement que le morphisme induit par j∗ entre les jacobiennes in-
terme´diaires J1(Y ) = Pic0(Y ) et J2(X) = H3(X,C)/(F 2H3(X,C)⊕H3(X,Z)/tors) est surjec-
tif. Comme l’application d’Abel-Jacobi AJ1Y : CH
1(Y )hom → J
1(Y ) est surjective, il en re´sulte
aussi que l’application d’Abel-Jacobi AJ2X : CH
2(X)hom → J
2(X) de X envoie surjectivement
j∗CH
1(Y )hom vers J
2(X). Or j∗CH
1
hom(Y ) est contenu dans le groupe CH
2(X)alg des cycles
alge´briquement e´quivalents a` 0 de X.
Soit maintenant z ∈ CH2(X)hom. D’apre`s ce qui pre´ce`de, il existe z
′ ∈ CH2(X)alg tel que
AJ2X(z − z
′) = 0. Or on a la conjecture suivante, due a` Nori [40] :
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Conjecture 4.4. Les cycles de codimension 2 homologues a` 0 et annule´s par l’application d’Abel-
Jacobi sont de torsion modulo l’e´quivalence alge´brique.
On conclut donc que le groupe H3nr(X,Z(2))/Im[H
3(X(C),Z(2))] ≃ Griff2(X) est conjectu-
ralement de torsion si H3(X,OX ) = 0.
Par ailleurs la conjecture de Hodge ge´ne´ralise´e ([27]) et l’hypothe`se H3(X,OX ) = 0 im-
pliquent l’existence d’un ouvert de Zariski non vide U ⊂ X tel que la restrictionH3(X(C),Q(2)) →
H3(U(C),Q(2)) soit nulle. Il existe donc un entier n > 0 tel que la restriction H3(X(C),Z(2)) →
H3(U(C),Z(2)) soit annule´e par n. A fortiori la fle`che H3(X(C),Z(2)) → H3B(C(X),Z(2)) est-
elle annule´e par n. La restriction H3(X(C),Z(2)) → H3B(C(X),Z(2)) se factorise par la fle`che
H0(X,H3(Z(2))) → H3B(C(X),Z(2)) qui est injective par la the´orie de Bloch–Ogus (the´ore`me
2.3). Ainsi la fle`che H3(X(C),Z(2)) → H0(X,H3(Z(2))) a son image annule´e par n > 0.
Mais H0(X,H3(Z(2))) = H3nr(X,Z(2)) est sans torsion ([8] ; thm. 3.1 ci-dessus). La fle`che
H3(X(C),Z(2))→ H3nr(X,Z(2)) est donc nulle. Ainsi H
3
nr(X,Z(2)) ≃ Griff
2(X), mais le groupe
de gauche est sans torsion et celui de droite conjecturalement de torsion.
La conjecture de Nori, combine´e avec la conjecture de Hodge ge´ne´ralise´e, et le the´ore`me 3.1
permettraient donc d’e´tablir la conjecture suivante.
Conjecture 4.5. Si H3(X,OX ) = 0, le groupe H
3
nr(X,Z(2)) est nul, ainsi que le groupe
Griff2(X), et l’on a un isomorphisme de groupes finis H3nr(X,Q/Z(2))
≃
→ Z4(X).
Cet e´nonce´ conjectural, faisant suite aux e´nonce´s du paragraphe 4.1, sugge`re le proble`me
intriguant suivant :
Pour i ≥ 4, existe-t-il des varie´te´s X avec H i(X,OX ) = 0 pour lesquelles H
i
nr(X,Z(i−1)) 6=
0 ?
Notons qu’on a par ailleurs la conjecture suivante (pour laquelle les hypothe`ses ont une
structure diffe´rente) :
Conjecture 4.6. Si Hj(X,OX ) = 0 pour j ≥ i, le groupe H
i
nr(X,Z(i− 1)) est nul.
Cette dernie`re conjecture est en effet entraˆıne´e par la conjecture de Bloch ge´ne´ralise´e (c’est-
a`-dire, la re´ciproque du the´ore`me de Mumford ge´ne´ralise´ [56, The´ore`me 22.17]), qui dit que sous
ces hypothe`ses, il existe un ferme´ alge´brique Y ⊂ X de dimension ≤ i − 1 tel que la fle`che
CH0(Y )→ CH0(X) soit surjective, combine´e avec la proposition 3.3 (i).
5 Varie´te´s avec H3nr(X, µ
⊗2
n ) 6= 0 ou Z
4(X)tors 6= 0.
Soit X une varie´te´ connexe, projective et lisse sur C et n > 0 un entier. On a le diagramme
commutatif de suites exactes :
0 → H3(X(C),Z(2))/n → H3e´t(X,µ
⊗2
n ) → H
4(X(C),Z(2))[n] → 0
↓ ↓ ↓
0 → H3nr(X,Z(2)))/n → H
3
nr(X,µ
⊗2
n ) → Z
4(X)[n] → 0
↓ ↓
Griff2(X)/n → Ker[CH2(X)/n→ H4e´t(X,µ
⊗2
n )]
↓ ↓
0 0
La premie`re suite exacte horizontale vient de la longue suite exacte de groupes de coho-
mologie de Betti associe´e a` la multiplication par n sur le faisceau constant Z(2) ; on a utilise´
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l’identification H3e´t(X,µ
⊗2
n )
≃
→ H3(X(C), µ⊗2n ). La suite exacte horizontale me´diane est donne´e
par le the´ore`me 3.7. Les deux fle`ches verticales supe´rieures de gauche sont les fle`ches e´videntes,
la fle`che verticale supe´rieure droite est induite par le reste du diagramme. La suite verticale de
gauche est induite par le the´ore`me 2.7. La suite verticale me´diane est celle donne´e au paragraphe
2.2, apre`s le the´ore`me 2.11.
Dans ce paragraphe, on passe en revue un certain nombre d’exemples de varie´te´s X construites
dans la litte´rature, pour lesquelles certains des groupes apparaissant dans les deux lignes infe´-
rieures du diagramme ci-dessus sont non nuls.
Comme on le voit, deux groupes de types tre`s diffe´rents peuvent contribuer a` la non nul-
lite´ de H3nr(X,µ
⊗2
n ) : d’une part le groupe H
3
nr(X,Z(2))/n, d’autre part le groupe Z
4(X)[n].
Nous commentons e´galement ces exemples du point de vue du proble`me de de´formation ou de
spe´cialisation qui est de´crit pre´cise´ment dans la sous-section 5.1.
5.1 De´formation et spe´cialisation du groupe Z2i
Lorsque l’on a un exemple de varie´te´ projective et lisse X avec Z2i(X) 6= 0, on s’inte´resse a`
la question de la stabilite´ de cet exemple par de´formation, petite ou globale. Voici comment on
peut donner un sens pre´cis a` ce proble`me (nous renvoyons a` [59] pour plus de de´tails).
On a les inclusions H2ialg(X(C),Z(i)) ⊂ Hdg
2i(X,Z) ⊂ H2i(X(C),Z(i)). Une famille de
de´formations de X est une famille projective et lisse X → T au-dessus d’un C-sche´ma T connexe
e´quipe´ d’un point marque´ 0, de fibre spe´ciale X0 = X. Soit f : X (C) → T (C) le morphisme
correspondant de varie´te´s complexes. D’apre`s le lemme d’Ehresmann [56, 9.1], f est une fibration
topologique au-dessus de T (C). Il en re´sulte que R2if∗Z(i) est un syste`me local sur T (C).
Pour t, s ∈ T (C), on a alors une identification ρt,s : H2i(Xt(C),Z(i))
≃
→ H2i(Xs(C),Z(i)),
canoniquement de´termine´e par le choix d’un chemin continu [0, 1]→ T (C) de t a` s.
Partant d’une classe α dans H2i(Xt(C),Z(i)), on se pose deux questions :
(a) pour quels s ∈ T (C) a-t-on ρt,s(α) ∈ Hdg2i(Xs,Z) (pour un choix ade´quat de chemin de
t a` s) ?
(b) pour quels s ∈ T (C) a-t-on ρt,s(α) ∈ H2ialg(Xs(C),Z(i)) (pour un choix ade´quat de chemin
de t a` s) ?
Une conse´quence tre`s simple de l’existence, de la projectivite´, et de la de´nombrabilite´ des
sche´mas de Hilbert relatifs est l’e´nonce´ suivant (cf. [59, 1.2]) :
Lemme 5.1. L’ensemble Tα,alg des s ∈ T (C) tels que ρt,s(α) ∈ H2ialg(Xs(C),Z(i)) pour un choix
ade´quat de chemin de t a` s est une union de´nombrable de ferme´s alge´briques de T .
Soit Talg l’union (de´nombrable) des ensembles Tα,alg, prise sur les classes α telles que Tα,alg 6=
T (C). Cet ensemble ne de´pend pas de t, comme il re´sulte des proprie´te´s formelles du transport
paralle`le.
Infiniment plus difficile est l’e´nonce´ correspondant pour les classes de Hodge, montre´ par
Cattani, Deligne et Kaplan [9] :
The´ore`me 5.2. L’ensemble Tα,Hdg des s ∈ T (C) tels que ρt,s(α) ∈ Hdg2i(Xs,Z) pour un choix
ade´quat de chemin de t a` s est un ferme´ alge´brique de T .
Soit THdg l’union (de´nombrable) des ferme´s Tα,Hdg, prise sur les classes α telles que Tα,Hdg 6=
T (C). Comme pre´ce´demment, cet ensemble ne de´pend pas de t.
On en de´duit imme´diatement le re´sultat suivant :
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Corollaire 5.3. i) Si t ∈ T (C) est tre`s ge´ne´ral (et plus pre´cise´ment, en dehors de Talg), pour
toute classe α ∈ H2ialg(Xt(C),Z(i)), pour tout s ∈ T (C), et pour tout choix de chemin de t a` s,
on a ρt,s(α) ∈ H
2i
alg(Xs(C),Z(i)).
ii) Si t ∈ T (C) est tre`s ge´ne´ral (et plus pre´cise´ment, en dehors de THdg), pour toute classe
α ∈ Hdg2i(Xt,Z), pour tout s ∈ T (C), et pour tout choix de chemin de t a` s, on a ρt,s(α) ∈
Hdg2i(Xs,Z).
Ceci montre que pour t tre`s ge´ne´ral, et pour tout s ∈ T (C), on dispose d’une application
ρit,s : Z
2i(Xt)→ Z
2i(Xs) (3)
de´termine´e par le choix d’un chemin de t a` s et donc bien de´finie a` composition pre`s a` droite et a`
gauche par l’action de monodromie (l’action a` gauche pre´servantHdg2i(Xt,Z) etH2ialg(Xt(C),Z(i))
et donc agissant sur Z2i(Xt)).
Une fac¸on de formuler le proble`me de de´formation consiste a` examiner les questions sui-
vantes :
(c) Pour t tre`s ge´ne´ral dans T (C), l’application ρit,s est-elle injective pour tout s ?
(d) Pour t tre`s ge´ne´ral dans T (C), l’application ρit,s est-elle surjective pour tout s ?
Les questions (c) et (d) ne sont en fait inte´ressantes que pour les entiers i pour lesquels les
groupes Z2i sont des invariants birationnels non triviaux, c’est-a`-dire i = 2 et i = n − 1, n =
dimXt. Elles sont motive´es par l’application potentielle a` l’e´tude ou la caracte´risation des varie´te´s
rationnelles : on ignore en effet si, pour une famille X → B de varie´te´s projectives lisses sur un
corps alge´briquement clos K, la proprie´te´ de rationalite´ des fibres Xb est une proprie´te´ ouverte,
ou ferme´e, sur B(K) pour la topologie de Zariski. Un seul fait est e´vident, par conside´ration de
la de´nombrabilite´ et de la projectivite´ des sche´mas de Hilbert relatifs de Pn × X → B : cette
proprie´te´ est satisfaite sur une union de´nombrable de sous-ensembles localement ferme´s pour la
topologie de Zariski.
La question (c) concernant l’injectivite´ peut aussi eˆtre formule´e pour une classe α ∈ Z2i(Xt)
non nulle donne´e : a-t-on ρit,s(α) 6= 0 dans Z
2i(Xs) pour tout s ? On verra au paragraphe 5.3
que la question (c) a en ge´ne´ral une re´ponse ne´gative en degre´ i = 2 et pour des varie´te´s de
dimension 3.
En ce qui concerne la question (d), la re´ponse est ne´gative pour i 6= 2, n−1, comme le montre
l’exemple suivant : Partons de n’importe quelle varie´te´ Y pour laquelle Z4(Y ) est un groupe
cyclique d’ordre d ≥ 4 (voir paragraphe 5.3), introduisons la famille S → B des surfaces lisses
de degre´ d dans P3, et conside´rons la famille X = S×Y → B. Soit α ∈ Hdg4(Y,Z) une classe de
Hodge entie`re non alge´brique. Choisissons s ∈ B tel que la surface Ss contienne une droite ∆,
et soit δ := [∆] ∈ Hdg2(Ss,Z) ⊂ H2(Ss(C),Z). Alors la classe α′ := pr∗1δ ∪ pr
∗
2α ∈ Hdg
6(Xs,Z)
n’est pas alge´brique, car sinon α = pr2∗(pr
∗
1c1(OSs(1)) ∪ α
′) le serait aussi. Cette classe fournit
donc une classe non nulle α′ dans Z6(Xs), et on a :
Lemme 5.4. La classe α′ n’est pas dans l’image de l’application ρ3t,s pour un point tre`s ge´ne´ral
t de B.
De´monstration. En effet, supposons par l’absurde que α′ soit dans l’image de ρ3t,s. De
fac¸on e´quivalente, on peut e´crire α′ = α′1 + α
′
2, ou` α
′
1 est une classe alge´brique sur Ss et α
′
2 ∈
Hdg6(Xs,Z) est une classe de Hodge qui est obtenue par transport paralle`le d’une classe de
Hodge au point tre`s ge´ne´ral t. Le the´ore`me de Noether-Lefschetz [56, 15.3] dit que les classes de
Hodge sur St, pour t tre`s ge´ne´ral dans B, sont re´duites a` la classe c1(OSt(1)). On en de´duit que
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α′2 ∈ H
6(Xs(C),Z) a sa composante de Ku¨nneth de type (2, 4) de la forme pr∗1c1(OSs(1))∪ pr
∗
2β
pour une certaine classe β ∈ Hdg4(Y,Z), puis que
α = pr2∗(pr
∗
1c1(OSs(1)) ∪ α
′) = pr2∗(pr
∗
1c1(OSs(1)) ∪ (α
′
1 + α
′
2))
est e´gal modulo les classes alge´briques sur Y a` deg (c1(OSs(1))
2)β = dβ. Comme le groupe Z4(Y )
est annule´ par d, le dernier terme est nul dans Z4(Y ), ce qui contredit le fait que α est non nul
dans Z4(Y ).
Par contre pour i = 2 ou i = n− 1, on ne connaˆıt pas de contre-exemple a` la question (d).
5.2 Exemples d’Atiyah–Hirzebruch
On sait depuis Atiyah et Hirzebruch [2] que les groupes Z2i(X) ne sont pas force´ment triviaux
pour i 6= 1. Pour tout premier l, leur me´thode permet en particulier de fabriquer une varie´te´
X avec Z4(X)[l] 6= 0. Pour ces varie´te´s, on a donc H3nr(X,Z/l) 6= 0. L’exemple de dimension
minimale chez eux, pour l = 2, est une varie´te´ de dimension 7. Les exemples de Atiyah et
Hirzebruch sont de nature topologique. Ce sont des classes de torsion dans H4(X(C),Z(2)) sur
une varie´te´ projective complexe X(C), qui ne peuvent pour des raisons de cobordisme complexe
(voir Totaro [52]) eˆtre des classes de cycles analytiques pour aucune structure complexe surX(C).
En particulier, dans le langage introduit au paragraphe 5.1, ces classes α ∈ H4(Xt(C),Z(2)),
avec X ∼= Xt, ont la proprie´te´ que ρ
2
t,s(α) reste de Hodge en tout point s, et ρt,s(α) ne s’annule
pas dans Z4(Xs), quel que soit s ∈ T (C). L’espace de parame`tres T est ici un ouvert non
vide dans un espace projectif sur Q. On peut donc choisir s ∈ T (Q) et facilement donner
des exemples d’Atiyah–Hirzebruch de´finis sur Q. En cohomologie l-adique, on peut donner des
exemples analogues sur des corps finis (voir [18]).
Par ces me´thodes topologiques, Totaro ([52, Thm. 7.1]) a aussi construit des varie´te´s pro-
jectives et lisses X de dimension 7 sur C, de type Godeaux–Serre, telles que l’application
CH2(X)/2→ H4e´t(X,Z/2) n’est pas injective. Ainsi l’applicationH
3(X(C),Z/2) → H3nr(X,Z/2)
n’est pas surjective.
5.3 Exemples de Kolla´r
Pour toute hypersurface lisse X dans P4C, on a H
4(X(C),Z(2)) = Z et donc Hdg4(X) =
H4(X(C),Z(2)) = Z. Le sous-groupe H4alg(X(C),Z(2)) ⊂ H
4(X(C),Z(2)) = Z est l’ide´al Z.I ⊂
Z (avec I ∈ N) engendre´ par les degre´s des courbes contenues dans X. Dans [34], Kolla´r montre
que pour les hypersurfaces tre`s ge´ne´rales dans P4, de degre´ suffisamment divisible, on a I 6= 1
et donc d’une part Z4(X) = Z/I 6= 0, d’autre part CH2(X)/I → H4(X(C), µ⊗2I ) non injective
(pour plus de de´tails, voir [49]).
Ces exemples sont tre`s instructifs du point de vue du proble`me de de´formation/spe´cialisation
souleve´ dans la section 5.1. Tout d’abord, notons que la classe de Hodge α engendrant le groupe
H4(X(C),Z(2)) est de Hodge en tout point de la famille naturelle T de de´formations de X. Ainsi
les fle`ches ρ2t,s : Z
4(Xt)→ Z
4(Xs) de (3), de´finies pour t tre`s ge´ne´ral dans T (C), sont surjectives
pour tout s. Elles ne sont cependant pas injectives pour tout s : en effet, lorsque Xs contient
une droite, la classe α devient alge´brique et donc Z4(Xs)=0. Il est meˆme montre´ dans [49] que,
t e´tant fixe´ tre`s ge´ne´ral, la classe ρ2t,s(α) s’annule pour s dans une union de´nombrable de ferme´s
alge´briques de T , dense pour la topologie usuelle de T (C). Ceci montre qu’il faut bien prendre
une union de´nombrable d’ensembles alge´briques dans le lemme 5.1, alors que le the´ore`me 5.2
sugge´rerait qu’un ferme´ alge´brique suffirait.
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Remarque 5.5. Malgre´ la ne´cessite´ d’oˆter de T (C) une union de´nombrable de sous-ensembles
ferme´s alge´briques de´finis sur Q pour construire des varie´te´s X avec Z4(X) 6= 0, Hassett et
Tschinkel ont montre´ que les exemples de Kolla´r peuvent eˆtre choisis de´finis sur Q (voir la
remarque 5.9). Par contraste, sous l’hypothe`se que la conjecture de Tate sur les diviseurs sur les
surfaces sur un corps fini vaut, on ne peut pas construire d’exemple a` la Kolla´r sur la cloˆture
alge´brique d’un corps fini ([18, §6]).
5.4 Exemples de Bloch–Esnault et Schoen
Comme rappele´ ci-dessus (The´ore`me 4.3), Bloch et Esnault [6], resp. Schoen [48], construisent
des varie´te´s de dimension 3 pour lesquelles, pour un entier n > 1 convenable, le quotient
Griff2(X)/n est non nul, resp. infini. Des suites exactes du de´but du paragraphe, il suit donc
que, dans les cas cite´s, H3nr(X,Z(2))/n est non nul, resp. infini, et qu’il en est de meˆme de
H3nr(X,µ
⊗2
n ). Pour les exemples de Schoen, il est alors clair que le noyau de CH
2(X)/n →
H4e´t(X,µ
⊗2
n ) est infini.
Dans les exemples de Bloch et Esnault, le groupe H4(X(C),Z) est sans torsion. Des suites
exactes du de´but du paragraphe et de la non nullite´ du groupe Griff2(X)/n on de´duit alors que
l’application CH2(X)/n → H4e´t(X,µ
⊗2
n ) n’est pas injective. Ceci laisse ouverte la question de la
trivialite´ du groupe Z4(X)tors pour ces varie´te´s.
5.5 Exemples de Gabber
Soient Ei, i = 1, 2, 3 des courbes elliptiques, l un nombre premier, et pour chaque i, αi ∈
H1e´t(Ei,Z/l) non nul. Un cas particulier d’un re´sultat de Gabber [21] dit que si les j-invariants
des courbes Ei sont alge´briquement inde´pendants sur Q, alors le cup-produit α1 ∪ α2 ∪ α3 ∈
H3e´t(X,Z/l) a une image non nulle dans H
3(C(X),Z/l). On obtient ainsi des classes non nulles
dans H3nr(X,Z/l). Mais celles-ci proviennent de classes dans H
3
nr(X,Z)/l, elles ont donc une
image nulle dans Z4(X)[l].
5.6 Certaines varie´te´s unirationnelles
Les varie´te´s conside´re´es dans les exemples pre´ce´dents ne sont pas rationnellement connexes
(les exemples d’Atiyah et Hirzebruch, par construction, admettent des reveˆtements non ramifie´s).
On a le re´sultat suivant, qui repose sur un the´ore`me d’Arason sur la cohomologie galoisienne
des corps de fonctions de certaines quadriques :
The´ore`me 5.6. (Colliot-The´le`ne–Ojanguren [16]) Il existe des varie´te´s X projectives, lisses,
connexes, unirationnelles, de dimension 6, telles que H3nr(X,Z/2) 6= 0.
E´tant unirationnelles, ces varie´te´s ont un groupe CH0 isomorphe a` Z. Le the´ore`me 3.9 du
pre´sent article montre alors que l’on aH3nr(X,Z(2)) = 0 et Z
4(X) = Z4(X)tors 6= 0. Ces exemples
permettent donc, en dimension ≥ 6, de re´pondre ne´gativement a` une partie de la question 16
pose´e dans [58] : la conjecture de Hodge entie`re est-elle satisfaite pour les classes de Hodge de
degre´ 4 sur les varie´te´s rationnellement connexes ?
Les exemples de [16] sont des varie´te´s fibre´es en quadriques de dimension 3 au-dessus de
l’espace projectif de dimension 3. D’autres exemples de varie´te´s unirationnelles satisfaisant
H3nr(X,µ
⊗2
n ) 6= 0 pour n convenable ont e´te´ obtenus par E. Peyre [43, 44]. Pour la meˆme
raison que pre´ce´demment, ces exemples satisfont aussi Z4(X) = Z4(X)tors 6= 0.
La construction donne´e dans [16] de classes non triviales dans H3nr(X,Z/2) est explicite.
Des mode`les lisses des varie´te´s conside´re´es e´tant difficiles a` construire, les e´le´ments non triviaux
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correspondants du groupe Z4(X), c’est-a`-dire des classes de Hodge entie`res non alge´briques, sont
difficiles a` analyser. Ces classes proviennent-elles ou non comme dans les exemples d’Atiyah-
Hirzebruch de classes de torsion dans H4(X(C),Z(2)) ? Ce proble`me est lie´ a` la question de
savoir si l’application CH2(X)/2 → H4e´t(X,Z/2) est injective.
La the´orie des de´formations de ces varie´te´s semble tre`s difficile. Ces classes de Hodge sont-
elles stables par de´formation, c’est-a`-dire, sont-elles dans l’image de l’application de spe´cialisation
ρ2t,s de (3) pour t tre`s ge´ne´ral dans la base d’une famille comple`te de de´formations de X ? Il
n’est pas clair non plus si, se plac¸ant en un point tre`s ge´ne´ral t de la famille de de´formations
T de X pre´servant ces classes de Hodge (cf. the´ore`me 5.2), ces classes peuvent s’annuler sous
l’application de spe´cialisation ρ2t,s, pour un s ∈ T (C).
5.7 Une varie´te´ X de dimension 3 avec H i(X,OX) = 0 pour i > 0
On donne maintenant un exemple de telle varie´te´ (projective et lisse) avec Z4(X) 6= 0. Dans
cet exemple, le groupe Z4(X) n’est pas localement constant par de´formations.
Soit G = Z/5. On choisit une racine 5-ie`me de l’unite´ ζ non triviale et un ge´ne´rateur g de G,
et on fait agir G sur P1 = ProjC[x, y] et sur P3 = Proj C[x0, x1, x2, x3] de la fac¸on suivante :
g∗x = x, g∗y = ζy,
g∗xi = ζ
ixi, i = 0, . . . , 3.
Soit X ⊂ P1 × P3 une hypersurface de bidegre´ (3, 4) de´finie par une e´quation f = 0, avec
f ∈ H0(P1 × P3,OP1×P3(3, 4)) invariante sous G. Soit τ : W˜ → W une de´singularisation de
W = X/G. Si f est ge´ne´riquement choisie, X n’a que des singularite´s isole´es et un the´ore`me
de Bertini implique que la premie`re projection pr1 : X → P1 a pour fibre ge´ne´rale une surface
K3 lisse de degre´ 4. Le groupe G agit librement sur X et P1 en dehors de points fixes isole´s et
pr1 est e´quivariante. Il en re´sulte que l’application W → P1/G a aussi pour fibre ge´ne´rale une
surface K3 lisse de degre´ 4.
Proposition 5.7. Soient X,W, W˜ comme ci-dessus. Si X est tre`s ge´ne´rale en modules, alors :
(i) On a H i(W˜ ,O
W˜
) = 0 pour i > 0.
(ii) La 2-torsion du groupe Z4(W˜ ) est non nulle.
(iii) Le groupe H3nr(W˜ ,Z/2) est non nul.
De´monstration. Notons d’abord que pour un choix ge´ne´rique de f , la varie´te´ X a au pire
des singularite´s quadratiques ordinaires. En effet, par le the´ore`me de BertiniX est ge´ne´riquement
lisse en dehors du lieu de base du syste`me line´aire |OP1×P3(3, 4))
G|, qui est constitue´ des points
O1 : y = 0, x0 = 0, x2 = 0, x1 = 0,
O2 : y = 0, x0 = 0, x2 = 0, x3 = 0,
O3 : y = 0, x0 = 0, x3 = 0, x1 = 0,
O′1 : x = 0, x3 = 0, x0 = 0, x1 = 0,
O′2 : x = 0,X3 = 0, x0 = 0, x2 = 0,
O′3 : x = 0, x3 = 0, x1 = 0, x2 = 0.
Un examen de l’e´quation ge´ne´rique de X en ces points permet de conclure.
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Comme les singularite´s de X sont rationnelles, pour toute de´singularisation X˜ de X, on
a H i(X˜,O
X˜
) = H i(X,OX ). Pour toute de´singularisation W˜ de W , l’application rationnelle
naturelle
Q : X˜ 99K W˜
est G-e´quivariante, et identifie birationnellement W˜ a` X˜/G. Il en re´sulte que
H i(W˜ ,O
W˜
) ⊂ H i(X˜,O
X˜
)G = H i(X,OX )
G. (4)
En effet, nous pouvons supposer que l’application quotient Q est un morphisme. Il en re´sulte
(cf. [56, 7.3.2]) que l’application
Q∗ : H i(W˜ ,O
W˜
)→ H i(X˜,O
X˜
) = H i(X,OX )
est injective, et elle envoie H i(W˜ ,O
W˜
) dans H i(X˜,O
X˜
)G par G-invariance de Q.
Pour e´tablir l’e´nonce´ (i), il suffit donc de montrer que l’on a H i(X,OX )
G = 0 pour i > 0.
Pour i = 1, 2, cela re´sulte du fait que X ⊂ P1 × P3 est un diviseur ample. Pour i = 3, on doit
montrer de fac¸on e´quivalente que H0(X,KX )
G = 0. Or par adjonction KX = OX(1, 0), et plus
pre´cise´ment les sections de KX sont donne´es par les ηP := ResX
PΩ
f
, ou` P ∈ H0(X,OX (1, 0))
et Ω est le ge´ne´rateur naturel de H0(P1 × P3,KP1×P3(2, 4)).
Notant que g∗Ω = ζ2Ω, on conclut que ηP est G-invariante si et seulement si g
∗P =
ζ3P . Comme g n’agit pas avec la valeur propre ζ3 sur H0(P1,OP1(1)), on a bien montre´ que
H0(X,KX)
G = 0.
Notons π : W → P1/G ∼= P1 l’application naturelle, et l := (π ◦ τ)∗c1(OP1(1)) : c’est la
classe des fibres de W˜ → P1. Comme H2(W˜ ,O
W˜
) = 0, la structure de Hodge sur H4(W˜ (C),Q)
(qui est dual au sens de Poincare´ de H2(W˜ (C),Q)) est triviale, c’est-a`-dire entie`rement de type
(2, 2).
Toutes les classes entie`res dans H4(W˜ (C),Z) sont donc de Hodge. Pour montrer que la
2-torsion de Z4(W˜ ) est non nulle, il suffit de montrer :
(1) Il existe une classe α ∈ H4(W˜ (C),Z) = H2(W˜ (C),Z) telle que degαl = 5.
(2) Pour X tre`s ge´ne´rale, et pour toute classe alge´brique [Z] ∈ H4(W˜ (C),Z), deg[Z]l est
pair. De fac¸on e´quivalente, pour toute courbe Z contenue dans W , le degre´ de la restriction de
π a` Z est pair.
En effet, l’intersection avec Z induit alors un homomorphisme de groupes finis Z4(W˜ )→ Z/2
qui envoie α sur la classe 1 ∈ Z/2.
L’e´nonce´ (1) est obtenu en spe´cialisant X en unX0 ge´ne´rique contenant une droite P1×M , ou`
M est ge´ne´riquement choisi. On ve´rifie que X0 est alors lisse le long de cette droite, et queW0 est
lisse le long de son image ∆ dansW0. La courbe ∆ se rele`ve naturellement en une courbe ∆˜ ⊂ W˜0
qui satisfait deg∆˜l = 5. Comme W0 est lisse le long de ∆, la classe δ = [∆˜] ∈ H2(W˜0(C),Z)
s’e´tend par ailleurs en une classe dans H2(W˜ (C),Z) pour toute petite de´formation W de W0, ce
qui donne la classe α souhaite´e.
La preuve de (2) se fait par spe´cialisation. En effet, X et doncW e´tant choisies tre`s ge´ne´rales,
tout 1-cycle de W se spe´cialise dans n’importe quelle spe´cialisation W0 de W . Il suffit donc de
spe´cialiser W en W0, de fac¸on que W0 ne contienne pas de 1-cycle de degre´ impair au-dessus de
P1. On choisit la spe´cialisation suivante (cf. [50]) : On conside`re le morphisme G-e´quivariant
φ : P1 → P1
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de´fini par φ∗x = u4, φ∗y = v4, ou` u, v sont des coordonne´es homoge`nes sur P1, avec l’action
(line´arise´e) suivante de G : g∗u = u, g∗v = ζ4v. On choisit un e´le´ment G-invariant ge´ne´rique Q
(relativement a` cette dernie`re action) de H0(P1 × P3,OP1×P3(3, 1)).
Un tel e´le´ment s’e´crit (modulo l’action de scalaires sur les xi) sous la forme
Q = u3x0 + u
2vx1 + uv
2x2 + v
3x3. (5)
Soit Γ ⊂ P1 × P3 le diviseur de Q, et soit X0 := (φ, Id)(Γ). Comme le degre´ de φ est 4, on a
X0 ∈| OP1×P3(3, 4) |. Par G-e´quivariance (line´arise´e) de φ, X0 est de plus de´fini par une e´quation
G-invariante. Le lemme 5.8 suivant conclut la de´monstration de l’e´nonce´ (ii). Le the´ore`me 3.7
donne alors l’e´nonce´ (iii).
Lemme 5.8. Pour toute courbe Z ⊂W0, le degre´ de π|Z : Z → P1 est pair.
De´monstration. Comme le degre´ de l’application quotient X0 → W0 est impair, il suffit
de montrer que pour toute courbe Z ⊂ X0, le degre´ de pr1|Z : Z → P1 est pair. La preuve
est semblable a` celle de Starr [50]. La fibre de pr1 : Γ → P1 au-dessus de t est un hyperplan
Ht, et donc la fibre de pr1 : X0 → P1 est constitue´e de l’union des quatre hyperplans Hti ,
ou` {t1, . . . , t4} = φ
−1({t}). Ces quatre hyperplans sont pour t ge´ne´rique en position ge´ne´rale,
comme le montre l’e´quation (5). Soit Z ⊂ X0 une courbe dominant P1. On peut supposer Z
irre´ductible. Au point ge´ne´rique z de Z, envoye´ par pr1 sur le point t ∈ P1, z appartient a` m des
hyperplans Hti , ou` m ≤ 3. Donc il y a une factorisation naturelle de pr1|Z a` travers la courbe
Cm → P1 parame´trant m points dans les fibres de φ : P1 → P1. Pour m = 1 ou 3, Cm → P1
s’identifie a` φ : P1 → P1. Donc le degre´ de Cm sur P1 est divisible par 4. Pour m = 2, comme φ
est un reveˆtement galoisien cyclique d’ordre 4, C2 → P1 a deux composantes au-dessus de P1,
l’une de degre´ 2, l’autre de degre´ 4. Donc toutes les composantes des courbes Cm, m ≤ 3, sont
de degre´ pair au-dessus de P1. Comme pr1|Z se factorise a` travers l’une de ces composantes, on
conclut que le degre´ de pr1|Z est pair.
Remarque 5.9. De tels exemples peuvent en fait eˆtre construits sur Q et c’est aussi le cas
pour les exemples de Kolla´r (cf. section 5.3). Ceci nous a e´te´ signale´ par Hassett et Tschinkel.
En effet, la terminologie ≪ tre`s ge´ne´rale ≫ a e´te´ utilise´e dans la de´monstration ci-dessus pour
s’assurer que tout 1-cycle de W se spe´cialise avec W , ce qu’on obtient en demandant que W ne
soit pas parame´tre´ par un point de l’espace de modules qui appartient a` l’image d’un sche´ma de
Hilbert relatif ne dominant pas l’espace de modules.
Mais si W est de´finie sur Q, les cycles de W se spe´cialisent aussi bien aux re´ductions de W
modulo p (pour presque tout p). Dans l’argument pre´ce´dent, il suffit donc de supposer que W a
une re´duction modulo p, pour p premier ade´quat, qui est de la forme W0 comme ci-dessus. En
effet, le lemme 5.8 est vrai en caracte´ristique p > 2.
Remarque 5.10. Comme on le voit dans la preuve, les contre-exemples a` la conjecture de
Hodge entie`re construits dans la proposition 5.7 sont, comme ceux de Kolla´r, instables par
de´formation : la classe conside´re´e non nulle α ∈ Z4(W˜t), ou` t est un point tre`s ge´ne´ral de la base
T parame´trant les de´formations des varie´te´s W˜ , s’annule en certains points : ρt,s(α) = 0 dans
Z4(W˜s) pour certains s ∈ T (C).
6 Cas de nullite´ des groupes Z4(X) et H3nr(X, µ
⊗2
n )
Le the´ore`me 5.6 montre que l’invariant H3nr(X,Z/2), ou encore la 2-torsion du groupe Z
4(X),
peuvent eˆtre non nuls pour des varie´te´s unirationnelles, donc rationnellement connexes, de di-
mension 6. Cependant, on a le :
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The´ore`me 6.1. (Voisin [57]) Soit X une varie´te´ projective et lisse de dimension 3 sur C. Le
groupe Z4(X) est nul dans chacun des cas suivants :
(i) X est unire´gle´e ;
(ii) X est une varie´te´ de Calabi-Yau.
Corollaire 6.2. Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro et X un solide
projectif et lisse sur k. Si la varie´te´ X est unire´gle´e, alors pour tout entier n > 0, les groupes
H3nr(X,µ
⊗2
n ) sont nuls.
De´monstration. Pour obtenir le re´sultat lorsque k = C, il suffit de combiner les the´ore`mes
3.8, 3.9 et 6.1. Il est par ailleurs connu que les groupes de cohomologie non ramifie´e a` coefficients
de torsion sont invariants par extension de corps de base alge´briquement clos ([13, Thm. 4.4.1]).
Proposition 6.3. Soit X un solide projectif et lisse sur C, unire´gle´ et sans torsion dans son
groupe de Picard, et tel que H2(X,OX ) = 0. Pour tout entier n > 0 :
(i) L’application classe de cycle CH2(X)/n → H4e´t(X,µ
⊗2
n ) est un isomorphisme.
(ii) Les groupes H i(X,H3X(µ
⊗3
n )) sont nuls pour i 6= 3, et H
3(X,H3X(µ
⊗3
n )) ≃ Z/n.
Notons que les hypothe`ses impliquent H i(X,OX ) = 0 pour i > 0.
De´monstration. D’apre`s le corollaire 6.2, on a H0(X,H3X (µ
⊗2
n )) = 0, et on a donc aussi
H0(X,H3X(µ
⊗i
n )) = 0 pour tout i.
Pour une varie´te´ X de dimension 3 satisfaisant H2(X,OX ) = 0, la structure de Hodge
sur H4(X(C),Q(2)) est triviale. On a donc H4(X(C),Z(2)) = Hdg4(X,Z). Si de plus X est
unire´gle´e, le the´ore`me 6.1 dit alors que l’application classe de cycle CH2(X)→ H4(X(C),Z(2))
est surjective.
On a la suite exacte
H4(X(C),Z(2))/n → H4(X(C), µ⊗2n )→ H
5(X(C),Z(2))[n].
Par dualite´ de Poincare´, la n-torsion de H5(X(C),Z) s’identifie a` la torsion de H1(X(C),Z).
Par hypothe`se, X(C) ne posse`de pas de reveˆtements finis abe´liens non ramifie´s. On a donc
H5(X(C),Z(2))[n] = 0, d’on l’on de´duit que l’application CH2(X)/n → H4(X(C), µ⊗2n ) est
surjective, ce qui entraˆıne le meˆme e´nonce´ en cohomologie e´tale. Enfin l’injectivite´ de cette
fle`che re´sulte de l’annulation H0(X,H3X(µ
⊗2
n )) = 0. Ceci e´tablit l’e´nonce´ (i).
On conside`re, pour tout i entier, la suite spectrale de Bloch–Ogus pour la cohomologie e´tale :
Epq2 = H
p(X,HqX(µ
⊗i
n )) =⇒ H
n
e´t(X,µ
⊗i
n ).
Le the´ore`me 2.11 et le the´ore`me de Lefschetz faible pour la cohomologie e´tale montrent que
cette suite spectrale est concentre´e dans le triangle 0 ≤ p ≤ q ≤ 3. On en de´duit alors l’iso-
morphisme H2(X,H3X(µ
⊗2
n ))
≃
→ H5e´t(X,µ
⊗2
n ). Par la dualite´ de Poincare´ en cohomologie e´tale,
ce dernier groupe est dual de H1e´t(X,µn). Mais ce groupe n’est autre que la n-torsion du
groupe de Picard de X, par hypothe`se nulle. De la suite spectrale on de´duit l’isomorphisme
H3(X,H3X(µ
⊗3
n ))
≃
→ H6e´t(X,µ
⊗3
n ) ≃ Z/n. En utilisant la nullite´ de H
0(X,H3X (µ
⊗2
n )), on de´duit
de la suite spectrale la suite exacte
0→ CH2(X)/n→ H4e´t(X,µ
⊗2
n )→ H
1(X,H3X(µ
⊗2
n ))→ 0,
ou` la premie`re application est l’application classe de cycle. L’e´nonce´ (i) montre alors que l’on a
H1(X,H3X(µ
⊗2
n )) = 0 et donc H
1(X,H3X(µ
⊗i
n )) = 0 pour tout i.
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Remarque 6.4. Des proprie´te´s de rigidite´ des groupes H i(X,Hj(Z/n)) en principe connues
([13, Rmk. 4.4.2] ; U. Jannsen, ≪ Rigidity results on K-theory and other functors ≫ (non publie´,
1995)) permettent de de´duire du the´ore`me ci-dessus le meˆme e´nonce´ sur un corps alge´briquement
clos de caracte´ristique ze´ro.
Remarque 6.5. La proposition ci-dessus s’applique en particulier a` tout solide rationnellement
connexe. On sait en effet que toute varie´te´ projective lisse rationnellement connexe est alge´bri-
quement simplement connexe et satisfait de plus H2(X,OX) = 0.
On pourrait se poser la question : Pour une varie´te´ X de dimension 3 dont le groupe de Chow
des ze´ro-cycles est supporte´ sur une surface, le groupe fini H3nr(X,Q/Z(2)) ≃ Z
4(X) (voir le
the´ore`me 3.9) est-il nul ? La re´ponse est tre`s probablement non, car si la conjecture de Bloch (voir
[5, lecture 1] pour les surfaces et [56, Conjecture 23.23] en dimension arbitraire) est satisfaite
par les varie´te´s X construites au paragraphe 5.7, celles-ci fournissent alors un contre-exemple.
De fait on devrait avoir pour ces varie´te´s un isomorphisme deg : CH0(X)
≃
→ Z.
Les re´sultats et exemples ci-dessus laissent ne´anmoins ouvertes les questions suivantes.
Question 6.6. Pour une varie´te´ X rationnellement connexe de dimension 4 ou 5, le groupe fini
H3nr(X,Q/Z(2)) ≃ Z
4(X) est-il nul ?
Question 6.7. ([58, Question 16]) Pour une varie´te´ X rationnellement connexe de dimension
d quelconque, le groupe fini Z2d−2(X) est-il nul ?
D’apre`s [57], la re´ponse a` cette dernie`re question est affirmative en dimension d ≤ 3. En
dimension 4, mentionnons le re´sultat (cf. [28, Theorem 1.7]) : Pour une varie´te´ de Fano X lisse
de dimension 4, le groupe Z6(X) est nul.
Pour la question 6.6 une re´ponse affirmative pour les hypersurfaces cubiques de dimension
4 est donne´e dans [58]. On va e´tablir ici un re´sultat plus ge´ne´ral. On s’inte´resse ici au groupe
Z4(X), ou` f : X → Γ est une fibration en varie´te´s projectives Xt de dimension 3 satisfai-
sant H3(Xt,OXt) = H
2(Xt,OXt) = 0. Pour Xt, t ∈ Γ(C), comme ci-dessus, la jacobienne
interme´diaire J2(Xt) est une varie´te´ abe´lienne, du fait que H
3(Xt,OXt) = 0 (cf. [56, 12.2.2])
et pour toute classe α ∈ H4(Xt(C),Z) = Hdg4(Xt,Z), on dispose d’un torseur J2(Xt)α sous
J2(Xt) qui est une varie´te´ alge´brique et qu’on peut de´finir par la formule :
J2(Xt)α := d
−1(α),
ou` d : H4D(Xt(C),Z(2)) → Hdg
4(Xt,Z) est l’application naturelle de la cohomologie de De-
ligne vers la cohomologie de Betti a` coefficients entiers, d’image Hdg4(X,Z) (cf. [56, 12.3.1]).
Pour toute famille de 1-cycles Z ⊂ Bt × Xt sur Xt de classe [Zt] = α parame´tre´e par une
varie´te´ alge´brique Bt, l’application d’Abel-Jacobi (ou plutoˆt classe de Deligne) de Xt induit un
morphisme de varie´te´s alge´briques complexes :
AJ2Xt : Bt → J
2(Xt)α.
Cette situation se met en famille au-dessus de l’ouvert Γ0 ⊂ Γ de lissite´ de f . On dispose donc
d’une famille de varie´te´s abe´liennes J 2 → Γ0, et pour toute section α de R
4f∗Z sur Γ0, de la
famille tordue J 2α → Γ0. Etant donne´s une varie´te´ alge´brique B, un morphisme g : B → Γ
et une famille de 1-cycles relatifs Z ⊂ B ×Γ X de classe [Zt] = αt ∈ H
4(Xt,Z), l’application
d’Abel-Jacobi relative fournit un morphisme φZ : B0 → J
2
α au-dessus de Γ0, ou` B0 := g
−1(Γ0).
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The´ore`me 6.8. Supposons que f : X → Γ satisfait les hypothe`ses suivantes :
(i) Les fibres lisses Xt de f sont de dimension 3 et satisfont H
3(Xt,OXt) = H
2(Xt,OXt) = 0.
(ii) Pour Xt lisse, le groupe H
3(Xt(C),Z) est sans torsion.
(iii) Les fibres singulie`res de f sont re´duites et ont au pire des singularite´s quadratiques
ordinaires.
(iv) Pour tout α ∈ H0(Γ, R4f∗Z), il existe une famille gα : Bα → Γ et une famille de 1-cycles
relatifs Zα ⊂ Bα ×Γ X de classe α, telle que le morphisme φZα : B → J
2
α soit surjectif a` fibre
ge´ne´rale rationnellement connexe.
Alors Z4(X) = 0.
Ce the´ore`me s’applique concre`tement aux fibrations en cubiques de dimension 3 sur une
courbe, a` fibres au pire nodales (cf. [60], ou` l’on e´tudie d’autres conse´quences de la condition
(iv)).
Le the´ore`me 6.8 est une conse´quence imme´diate de l’e´nonce´ suivant :
Proposition 6.9. Sous les hypothe`ses (i), (ii) et (iii) ci-dessus, soit α une section de R4f∗Z
pour laquelle il existe une famille Bα et un cycle Zα satisfaisant la conclusion de l’hypothe`se
(iv). Alors pour toute classe de Hodge α˜ sur X, induisant par restriction la section α de R4f∗Z,
α˜ est la classe d’un cycle alge´brique sur X.
De´monstration. D’apre`s Zucker [62], une classe de Hodge entie`re α˜ ∈ Hdg4(X,Z) ⊂
H4(X(C),Z) induit une section α de R4f∗Z qui a un rele`vement canonique dans la famille
tordue de jacobiennes J 2α . Ce rele`vement est une section alge´brique σ : Γ → J
2
α du morphisme
structurel J 2α → Γ. Nous disposons maintenant par hypothe`se du morphisme φZα : Bα → J
2
α
qui est alge´brique, surjectif a` fibre ge´ne´rale rationnellement connexe. Nous appliquons le re´sultat
suivant (cf. [24, Proposition 2.7]) :
The´ore`me 6.10. Soit f : W → B un morphisme surjectif projectif entre varie´te´s lisses sur C
dont la fibre ge´ne´rale est rationnellement connexe. Alors pour tout morphisme g : C → B, ou` C
est une courbe lisse, il existe un rele`vement g˜ : C →W de g dans W .
D’apre`s ce the´ore`me, la section σ se rele`ve en une section σ˜ : Γ → Bα. Rappelons que Bα
parame`tre une famille de 1-cycles relatifs Zα ⊂ Bα ×Γ X et restreignons cette famille a` σ˜(Γ).
Ceci fournit un cycle Z ⊂ X ∼= σ˜(Γ)×Γ X qui a par construction la proprie´te´ que la ≪ fonction
normale ≫ (cf. [56]) νZ associe´e a` Z, de´finie par
νZ(t) = AJXt(Z|Xt)
est e´gale a` σ. On en de´duit d’apre`s [25] (voir aussi [56, 20.2.2]), graˆce a` l’hypothe`se (ii), que
les classes de cohomologie [Z] ∈ H4(X(C),Z) de Z et α˜ co¨ıncident apre`s restriction a` XU , ou`
U ⊂ Γ0 est un ouvert affine de lissite´ de f .
Mais le noyau de la fle`che de restriction H4(X(C),Z)→ H4(XU (C),Z) est engendre´ par les
it∗H4(Xt(C),Z) ou` t ∈ Γ \ U , et it : Xt → X est l’inclusion. On conclut en notant que graˆce a`
l’hypothe`se (iii) et au fait que la fibre ge´ne´rale de f satisfait la condition H2(Xt,OXt) = 0, les
fibres (singulie`res ou non) Xt ont la proprie´te´ que leur homologie entie`re de degre´ 4 est engendre´e
par des classes d’homologie de cycles alge´briques ; il en re´sulte que [Z] − α˜ est alge´brique, et
donc que α˜ est alge´brique.
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7 Liens entre le groupe Z2(X) et l’indice des varie´te´s sur le corps
de fonctions d’une courbe sur C
Soient Γ une courbe projective lisse connexe et X une varie´te´ projective lisse de dimension
n e´quipe´e d’un morphisme surjectif f : X → Γ de fibre ge´ne´rique Xη ge´ne´riquement inte`gre sur
F = C(Γ). L’indice I(Xη) = I(Xη/F ) de Xη est de´fini comme le pgcd des degre´s degF (z), ou`
z ∈ CH0(Xη). C’est aussi le pgcd des degre´s sur F des points ferme´s de la F -varie´te´ Xη . Notons
NS(Y ) le groupe de Ne´ron-Severi d’une varie´te´ projective et lisse Y .
Lemme 7.1. Soit f : X → Γ un morphisme dominant entre varie´te´s connexes, projectives et
lisses sur C, ou` Γ est une courbe. On suppose la fibre ge´ne´rique Xη ge´ome´triquement inte`gre sur
son corps de base F = C(Γ). Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) On a I(Xη) = n.
(ii) L’application compose´e
CH1(X)→ H2(X(C),Z)
f∗
→ H2(Γ(C),Z) = Z
a pour image nZ.
Ceci implique pour un certain entier m divisant n chacune des conditions e´quivalentes sui-
vantes :
(iii) La projection p∗ : H2(X(C),Z)→ H2(Γ(C),Z) a pour image mZ.
(iv) Le conoyau de la fle`che p∗ : Z = H2(Γ(C),Z(1)) → H2(X(C),Z(1))/tors a sa torsion
isomorphe a` Z/mZ.
(v) Le conoyau de la fle`che p∗ : Z = NS(Γ)→ NS(X)/tors a sa torsion isomorphe a` Z/mZ.
Pour m = 1, ces e´nonce´s sont e´quivalents a` chacun des e´nonce´s suivants :
(vi) La fle`che p∗ : Z = NS(Γ)→ NS(X) admet une re´traction.
(vii) Pour tout entier n > 0, la fle`che p∗ : Z/n = Pic(Γ)/n→ Pic(X)/n est injective.
(viii) Pour tout entier n > 0, la fle`che p∗ : Z/n = H2e´t(Γ, µn)→ H
2
e´t(X,µn) est injective.
Ces conditions a` leur tour impliquent que pour tout point P ∈ Γ(C), le diviseur f−1(P ) n’est
pas multiple : le pgcd des degre´s de ses composantes est 1.
De´monstration. L’e´quivalence de (i) et (ii) est bien connue : tout point ferme´ x sur la fibre
ge´ne´rique Xη s’e´tend en un 1-cycle Z sur X. De plus, le degre´ de l’extension F (x)/F est aussi
le degre´ de Z sur Γ.
De (ii) on tire trivialement (iii) pour un certain entier m divisant n.
On a une dualite´ parfaite H2(X(C),Z(1))/tors × H2(X(C),Z)/tors → Z, compatible avec
les fle`ches p∗ et p∗. Ceci e´tablit l’e´quivalence de (iii) et (iv). L’application cycle NS(X) →
H2(X(C),Z(1)) a un conoyau sans torsion (conse´quence du the´ore`me de Lefschetz sur les classes
(1, 1)). Ceci e´tablit l’e´quivalence de (iv) et (v). Enfin (v) pour m = 1 est clairement e´quivalent
a` (vi).
Pour tout X/C connexe, projective et lisse, la suite exacte
0→ Pic0(X)→ Pic(X)→ NS(X)→ 0,
ou` Pic0(X) est divisible donne des isomorphismes Pic(X)/n ≃ NS(X)/n. Ainsi (vi) implique
(vii). L’e´quivalence de (vii) et (viii) re´sulte de la suite de Kummer en cohomologie e´tale et de
la nullite´ de Br(Γ).
Sous l’hypothe`se (viii), les applications H2(Γ(C),Z(1))/n → H2(X(C),Z(1))/n sont injec-
tives. On en conclut que dans la suite exacte de´finissant le groupe K
0→ H2(Γ(C),Z(1))→ H2(X(C),Z(1)) → K → 0,
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ou` H2(Γ(C),Z(1)) = Z, le sous-groupe de torsion de H2(X(C),Z(1)) est envoye´ isomorphique-
ment sur le sous-groupe de torsion de K. On a donc la suite exacte
0→ H2(Γ(C),Z(1))→ H2(X(C),Z(1))/tors → K/tors→ 0,
et donc la condition (iv) avec m = 1 est satisfaite.
Si la fibre en P est multiple, on a f−1(P ) = nD pour un entier n > 1 et un diviseur D. Ainsi
Z/n = Pic(Γ)/n→ Pic(X)/n n’est pas injectif.
Proposition 7.2. Soit f : X → Γ un morphisme dominant entre varie´te´s connexes, projectives
et lisses sur C, ou` Γ est une courbe. On suppose la fibre ge´ne´rique Xη ge´ome´triquement inte`gre
sur son corps de base F = C(Γ).
(i) Supposons H2(X,OX ) = 0. Alors on a Hdg2(X,Z) = H2(X(C),Z), et le groupe Z2(X) =
H2(X(C),Z)/Im[CH1(X)] est fini.
(ii) Si le conoyau de Z = NS(Γ) → NS(X)/tors a sa torsion isomorphe a` Z/nZ, et si de
plus Z2(X) = 0, alors I(Xη) = n.
(iii) Si le conoyau de Z = NS(Γ) → NS(X)/tors est sans torsion, et Z2(X) est d’ordre n,
alors I(Xη) divise n.
De´monstration. De fac¸on ge´ne´rale, le quotient Hdg2(X,Z)/Im[CH1(X)] est fini. Soit d =
dim(X). Sous l’hypothe`seH2(X,OX ) = 0, la structure de Hodge surH
2(X(C),Q(1)) est triviale.
Par dualite´ de Poincare´, il en est donc de meˆme de la structure de Hodge sur l’espace vectoriel
H2d−2(X(C),Q(d−1)) ≃ H2(X(C),Q). On a donc bien Hdg2(X,Z) = H2(X(C),Z). Ceci e´tablit
le point (i).
Le point (ii) re´sulte clairement de (i) et des e´quivalences entre les points (i) et (ii) d’une
part, et (iii) et (v) d’autre part, du lemme 7.1.
(iii) D’apre`s l’e´quivalence entre les points (iii) et (v) du lemme 7.1 et l’e´nonce´ (i) ci-dessus,
la premie`re condition dans (iii) entraˆıne qu’il existe une classe de Hodge α ∈ Hdg2(X,Z) telle
que p∗α = [Γ]. Cette classe e´tant annule´e par n dans le groupe Z2(X), nα est alge´brique et on
a p∗(nα) = n[Γ]. Donc I(Xη) divise n par l’e´quivalence entre les points (i) et (ii) du lemme 7.1.
Proposition 7.3. Soit f : X → Γ un morphisme dominant entre varie´te´s connexes, projectives
et lisses, sur C, ou` Γ est une courbe. On suppose que la fibre ge´ne´rique Xη est ge´ome´triquement
inte`gre et satisfait H i(Xη ,OXη ) = 0 pour i > 0. Alors :
(i) Pour tout i ≥ 2, on a H i(X,OX) = 0.
(ii) La fle`che f∗ : Z = NS(Γ)→ NS(X)/tors a son conoyau sans torsion.
(iii) Pour tout point P ∈ Γ(C), le pgcd des multiplicite´s des composantes de la fibre f−1(P )
est e´gal a` 1.
De´monstration. Les hypothe`ses sur Xη impliquent R
0f∗OX = OΓ et R
if∗OX = 0 pour
i > 0. L’e´nonce´ (i) re´sulte par exemple du fait que Rif∗OX est ge´ne´riquement nul par hypothe`se,
tandis que Kolla´r ([33, Theorem 2.6]) montre que Rif∗OX est sans torsion. Par un argument de
suite spectrale de Leray, il en re´sulte que pour tout L ∈ Pic(Γ), et pour tout i, on a :
H i(X, f∗L) = H i(Γ, L).
Pour tout i ≥ 2, cette e´galite´ implique H i(X, f∗L) = 0 ce qui avec L = OX e´tablit la premie`re
assertion. Cette e´galite´ implique par ailleurs
χ(X, f∗L) = χ(Γ, L). (6)
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Pour L = OΓ, on trouve
χ(X,OX ) = χ(Γ,OΓ). (7)
On applique maintenant le the´ore`me de Riemann-Roch sur X. On conclut qu’il existe Z ∈
CH1(X)⊗Q tel que pour tout H ∈ Pic(X) avec c1(H)2 = 0 dans CH2(X)⊗Q, on ait
χ(X,H) = χ(X,OX ) + c1(H) · Z = χ(Γ,OΓ) + c1(H) · Z, (8)
ou` la seconde e´galite´ vient de (7). Appliquant cette formule a`H = f∗L, L ∈ Pic(Γ), et combinant
ceci avec (6), on obtient
χ(Γ,OΓ) + c1(f
∗L) · Z = χ(L) = χ(Γ,OΓ) + degL.
On en conclut que si degL = 1 alors c1(f
∗L) · Z = 1.
Supposons maintenant f∗L = H⊗k ⊗M dans Pic(X), avec k > 0 et M un fibre´ en droites
nume´riquement trivial surX. La formule de Riemann-Roch (8) reste valable pourH et on trouve
χ(X,H) = χ(Γ,OΓ) + c1(H) · Z = χ(Γ,OΓ) +
c1(f
∗L) · Z
k
,
et comme c1(f
∗L) · Z = 1, on trouve que χ(X,H) n’est pas un nombre entier, ce qui est une
contradiction et e´tablit le point (ii). Ceci implique (iii) (voir le lemme 7.1).
Remarque 7.4. L’argument ci-dessus montre en particulier que, sous l’hypothe`seH i(Xη ,OXη ) =
0 pour tout i > 0, aucune fibre de X → Γ n’est multiple. Cela signifie que partout localement
pour la topologie e´tale sur Γ, l’indice relatif est 1. Ce re´sultat a de´ja` e´te´ obtenu pre´ce´demment
par H. Esnault et O. Wittenberg et aussi par J. Nicaise.
Remarque 7.5. Les de´nominateurs de Z ∈ CH1(X) ⊗ Q sont connus. Dans le cas particulier
dim(X) = 3, on a Z = (γ21 + γ2)/12, ou` les γi ∈ CH
i(X) sont les classes de Chern du fibre´
tangent. On voit donc qu’il existe un 1-cycle Z tel que deg(f∗L.Z) = 12. Ainsi I(Xη) divise 12.
De fac¸on plus ge´ne´rale, si W/F est une surface projective, lisse et ge´ome´triquement connexe sur
un corps quelconque F , et si χ(W,OW ) = 1, alors la formule de Riemann-Roch pour les surfaces
donne 12 = deg(γ21 + γ2), ou` les γi ∈ CH
i(X) sont les classes de Chern du fibre´ tangent. Ainsi
I(W ) divise 12. Le meˆme argument montre que si W est une surface K3 sur un corps F alors
I(W ) divise 24.
The´ore`me 7.6. Soit f : X → Γ un morphisme dominant entre varie´te´s connexes, projectives
et lisses sur C, ou` Γ est une courbe. On suppose que la fibre ge´ne´rique Xη est ge´ome´triquement
inte`gre sur son corps de base F = C(Γ). Si l’on a H i(Xη,OXη ) = 0 pour tout i > 0, alors I(Xη)
divise l’ordre du groupe de torsion Z2(X). En particulier, si Z2(X) = 0, alors I(Xη) = 1.
De´monstration. Sous l’hypothe`se d’annulation des H i(Xη ,OXη ) pour tout i > 0, d’apre`s
le point (i) de la proposition 7.3, on a H2(X,OX ) = 0. L’hypothe`se (i) de la proposition 7.2 est
donc satisfaite. La proposition 7.3 assure aussi que sous les hypothe`ses H i(Xη ,OXη ) = 0 pour
tout i > 0, la fle`che Z = NS(Γ)→ NS(X)/tors a un conoyau sans torsion. L’hypothe`se (iii) de
la proposition 7.2 est donc bien satisfaite. Il ne reste plus qu’a` appliquer cette proposition.
En dimension 3, on a une re´ciproque partielle du the´ore`me 7.6.
The´ore`me 7.7. Soit f : X → Γ un morphisme dominant entre varie´te´s connexes, projectives
et lisses sur C, ou` Γ est une courbe et X est de dimension 3. On suppose que la fibre ge´ne´rique
Xη, qui est une surface, est ge´ome´triquement inte`gre et satisfait H
i(Xη ,OXη ) = 0, i = 1, 2.
On suppose en outre que les fibres lisses de f n’ont pas de torsion dans leur cohomologie de
Betti entie`re de degre´ 3, et que les fibres singulie`res ont au plus des singularite´s quadratiques
ordinaires. Alors Z4(X) ∼= Z/nZ, avec I(Xη) = n. En particulier si I(Xη) = 1, alors Z4(X) = 0.
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De´monstration. Les fibres Xt de f sont de dimension 2, et l’hypothe`se H
1(Xη,OXη ) = 0
entraˆıne H1(Xt,OXt) = 0 pour toute fibre lisse Xt, et donc que H
3(Xt(C),Z) est de torsion. Ce
groupe est donc nul car sa torsion est nulle par hypothe`se. Soit Γ0 ⊂ Γ un ouvert affine maximal
au-dessus duquel f est lisse, et X0 = f−1(Γ0). La suite spectrale de Leray de la restriction a`
f a` l’ouvert X0 montre alors (du fait que Γ0 est affine, et donc a le type d’homotopie d’un
CW-complexe de dimension ≤ 1) que H4(X0(C),Z) = H0(Γ0, R4f∗Z) = Z. Or on sait par la
proposition 7.3, ii) qu’il existe une classe entie`re α ∈ H4(X(C),Z) dont la restriction aux fibres
lisses Xt de f engendre H
4(Xt(C),Z). La classe α est une classe de Hodge car la structure de
Hodge sur H4(X(C),Q) est triviale du fait que H2(X,OX ) = 0. On conclut que H4(X(C),Z)
est engendre´ par α et par Ker [j∗0 : H
4(X(C),Z) → H4(X0(C),Z)], ce dernier groupe e´tant
la cohomologie de degre´ 4 de X supporte´e sur les fibres au-dessus de Γ \ Γ0, c’est-a`-dire le
sous-groupe
⊕t∈Γ\Γ0iXt∗H2(Xt(C),Z) ⊂ H2(X(C),Z) = H
4(X(C),Z(2)).
Mais sous nos hypothe`ses sur les fibres singulie`res on conclut facilement que leur homologie
H2(Xt(C),Z) est engendre´e par des classes d’homologie de cycles alge´briques, comme c’est le
cas pour les fibres lisses Xt. En effet, les singularite´s des fibres Xt sont au pire des singularite´s
quadratiques ordinaires. Par re´solution simultane´e, on conclut que la de´singularisation X˜t sa-
tisfait encore H2(X˜t,OXt) = 0. Donc la cohomologie entie`re (ou encore l’homologie entie`re) de
degre´ 2 de X˜t(C) est engendre´e par des classes de cycles alge´briques par le the´ore`me de Lefschetz
sur les classes (1, 1). Or la re´solution par e´clatement d’un point double de surface a un diviseur
exceptionnel isomorphe a` P1, et il en re´sulte que la fle`che naturelle
H2(X˜t(C),Z)→ H2(Xt(C),Z)
est surjective. Ceci entraˆıne que l’homologie entie`re de degre´ 2 de toutes les fibres Xt est en-
gendre´e par des classes de cycles alge´briques.
On en de´duit que le groupe Z4(X) est engendre´ par la classe α ci-dessus et donc est cyclique.
Que l’ordre de α dans ce groupe soit e´gal a` I(Xη) re´sulte de l’e´quivalence des points (i) et (ii)
du lemme 7.1 et du fait que f∗α = [Γ].
Remarque 7.8. Si la surface Xη satisfait H
i(Xη ,OXη ) = 0 pour tout i > 0, alors la conjecture
de Bloch [5, lecture 1] implique CH0(Xη) = Z. Lorsque ceci est satisfait, sous des hypothe`ses
moins restrictives, on peut par des me´thodes de K-the´orie e´tablir le the´ore`me 7.7 sans faire
d’hypothe`ses sur les fibres singulie`res : voir la proposition 8.13 et le corollaire 8.14.
Cependant, il existe des surfaces simplement connexes (et donc sans torsion dans leur co-
homologie entie`re) telles que q = pg = 0, et pour lesquelles la conjecture de Bloch n’est pas
connue. De telles surfaces (par exemple les surfaces de Barlow ge´ne´riques) ne sont de plus pas
ne´cessairement rigides, pouvant donner lieu a` des familles comme ci-dessus non isotriviales.
Au paragraphe 5.7, on a construit des varie´te´s X de dimension 3 avec H i(X,OX ) = 0 pour
i > 0, mais Z4(X) 6= 0. Ces varie´te´s sont fibre´es en surfaces K3 sur une courbe. Il est naturel de
se demander si des exemples analogues existent avec des varie´te´s fibre´es en surfaces d’Enriques
ou plus ge´ne´ralement en surfaces Y avec H i(Y,OY ) = 0, i > 0. D’apre`s les the´ore`mes 7.6 et 7.7,
ceci est intimement lie´ aux questions suivantes :
Question 7.9. Existe-t-il des surfaces Y de´finies sur le corps de fonctions d’une courbe complexe
Γ, telles que H i(Y,OY ) = 0 pour i > 0, mais I(Y ) 6= 1 ?
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Question 7.10. Existe-t-il de telles surfaces avec de plus H3(Xt(C),Z) sans torsion, pour une
fibre complexe lisse Xt de la fibration correspondante X → Γ ?
Notons que si on remplace la condition I(Y ) 6= 1 par la condition : ≪ il n’existe pas de point
rationnel ≫, la premie`re de ces questions a une re´ponse positive, d’apre`s [35] et [24]. Dans [50],
Starr e´crit que, vraisemblablement, les exemples de familles de surfaces d’Enriques sans sections
construits dans [24] ont un indice diffe´rent de 1, mais cela n’est pas montre´ a` notre connaissance.
8 Quelques re´sultats obtenus par la K-the´orie alge´brique
Soient X et Y deux varie´te´s connexes, projectives et lisses sur C, et soit f : X → Y un
morphisme dominant a` fibre ge´ne´rale lisse et connexe. Soit F = C(Y ) le corps des fonctions de
Y , et soit V = X ×Y Spec(F ) la fibre ge´ne´rique de p.
La comparaison des the´ore`mes 2.3 et 2.11, rappele´e dans la section 2.2, donne en particulier
des inclusions H3nr(X,µ
⊗2
n ) ⊂ H
3
nr(V, µ
⊗2
n ). Sous certaines hypothe`ses sur le corps F et sur la
F -varie´te´ V , des techniques de K-the´orie alge´brique permettent de montrer H3nr(V, µ
⊗2
n ) = 0.
Dans ces cas-la`, le the´ore`me 3.7 donne Z4(X) = 0.
Soit de´sormais F un corps de caracte´ristique ze´ro, F une cloˆture alge´brique de F , et G =
Gal(F/F ) le groupe de Galois absolu. Soit V une F -varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe. On note V = V ×F F . La K-the´orie alge´brique permet de faire un lien entre les groupes
H3nr(V,Q/Z(2)) et le conoyau de l’application CH
2(V )→ CH2(V )G. Lorsque V est une surface,
on trouve des liens entre H3nr(V,Q/Z(2)) et l’indice I(V ).
Kahn, Rost et Sujatha [31, Thm. 5 et Cor. 10 (2)]) ont e´tabli le re´sultat ge´ne´ral suivant.
The´ore`me 8.1. Soit Q une quadrique lisse de dimension au moins 1 sur un corps F de ca-
racte´ristique diffe´rente de 2. Supposons que cette quadrique n’est pas de´finie par une forme
d’Albert (forme quadratique de rang 6, de la forme < a, b, ab,−c,−d,−cd >). Alors l’application
de restriction H3(F,Q/Z(2)) → H3nr(Q,Q/Z(2)) (ou` l’on se limite aux coefficients de torsion
premie`re a` la caracte´ristique) est surjective.
Ainsi, si cd(F ) ≤ 2, le groupe H3nr(Q,Q/Z(2)) est nul, sauf peut-eˆtre si Q ⊂ P
5
F est une
quadrique d’Albert.
Corollaire 8.2. Soit X → Y un morphisme dominant de varie´te´s connexes, projectives et lisses
sur C, de fibre ge´ne´rique une quadrique Q de dimension au moins 1, de base une surface Y .
Alors H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 et Z
4(X) = 0.
De´monstration. Si la dimension de la fibre est au moins 3, la quadrique Q a un point
rationnel sur le corps F = C(Y ), qui est un corps C2. Ceci implique que Q est F -birationnelle
a` un espace projectif, et donc (cf. [13, Thm. 4.15]) que la fle`che de restriction H3(F,Q/Z(2)) →
H3nr(Q,Q/Z(2)) est un isomorphisme. Comme la dimension cohomologique de F est 2, on a
H3(F,Q/Z(2)) = 0. Si la dimension de la fibre est 1 ou 2, le the´ore`me 8.1 et la nullite´ de
H3(F,Q/Z(2)) = 0 impliquent H3nr(Q,Q/Z(2)) = 0. L’inclusion H
3
nr(X,µ
⊗2
n ) ⊂ H
3
nr(V, µ
⊗2
n ) et
le the´ore`me 3.7 permettent de conclure.
Remarque 8.3. On obtient donc par la K-the´orie une de´monstration d’un cas particulier du
re´sultat de C. Voisin sur les solides unire´gle´s (the´ore`me 6.1 ci-dessus). La nullite´ de H3nr(X,Z/2)
pour les solides fibre´s en coniques avait e´te´ en substance e´tablie par S. Bloch en 1977 (non
publie´). Une de´monstration fonde´e sur les re´sultats de Merkur’ev et Suslin sur la K-the´orie des
coniques fut donne´e en 1989 (voir l’appendice de [42]).
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8.1 Varie´te´s sur un corps de dimension cohomologique 1
Dans cette sous-section, on s’inte´resse de fac¸on ge´ne´rale aux varie´te´s projectives et lisses sur
un corps F de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique 1, le cas principal que nous
avons en vue e´tant le corps des fonctions d’une courbe complexe, discute´ a` la sous-section 8.2.
La plupart des e´nonce´s e´tablis ici valent encore pour les varie´te´s projectives et lisses sur un
corps fini. Les arguments et re´sultats spe´cifiques a` cette situation seront traite´s dans une autre
publication.
Les conside´rations qui suivent remontent a` S. Bloch, elles furent de´veloppe´es par W. Raskind
et l’un des auteurs dans [17], puis dans l’article [30] de B. Kahn. Comme on va le voir, lorsque le
corps F est de dimension cohomologique 1, la me´thode de [17] suffit pour recouvrer a` moindres
frais, et meˆme ge´ne´raliser, les re´sultats de [30]. Il devrait cependant eˆtre clair au lecteur que ce
qui suit est inspire´ des re´sultats de [30], et en particulier du The´ore`me 1, de son corollaire, et
de la suite (6) annonce´e a` la page 397.
Proposition 8.4. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique 1.
Soit V une F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre. Soient F une cloˆture alge´brique de F et G =
Gal(F/F ).
(i) Il existe alors un isomorphisme naturel
Ker[H3(F (V ),Q/Z(2)) → H3(F (V ),Q/Z(2))] ≃ H2(G,K2(F (V )).
(ii) Si V est lisse, cet isomorphisme induit un isomorphisme
Ker[H0(V,H3(Q/Z(2))) → H0(V ,H3(Q/Z(2)))] ≃ Ker[H2(G,K2(F (V )))→ H2(G,⊕
x∈V
(1)F (x)×)].
De´monstration. Le the´ore`me de Merkur’ev et Suslin dit que l’application G-e´quivariante
K2(F (V ))⊗Q/Z→ H2(F (V ),Q/Z(2))
est un isomorphisme.
On a une suite exacte longue
0→ K2(F (V ))tors → K2(F (V ))→ K2(F (V ))⊗Q→ K2(F (V ))⊗Q/Z→ 0
que l’on peut de´couper en deux suites exactes
0→ K2(F (V ))tors → K2(F (V ))→ L→ 0
et
0→ L→ K2(F (V ))⊗Q→ K2(F (V ))⊗Q/Z→ 0.
La seconde suite donne H1(G,K2(F (V )) ⊗ Q/Z)
≃
→ H2(G,L). La premie`re suite donne un ho-
momorphisme H2(G,K2(F (V ))) → H
2(G,L) qui est bijectif car cd(F ) ≤ 1. On a donc un
isomorphisme
H2(G,K2(F (V ))) ≃ H
1(G,K2(F (V ))⊗Q/Z).
La suite spectrale de Hochschild-Serre
Epq2 = H
p(G,Hq(F (V ),Q/Z(2)) =⇒ Hn(F (V ),Q/Z(2)).
donne naissance a` un homomorphisme
Ker[H3(F (V ),Q/Z(2))→ H3(F (V ),Q/Z(2))] → H1(G,H2(F (V ),Q/Z(2)))
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qui est un isomorphisme car cd(F ) ≤ 1. Ceci e´tablit la premie`re partie de la proposition.
Supposons V lisse sur F . Soit x un point de V (1). Comme on l’a rappele´ au paragraphe 2.2,
on dispose aussi pour l’anneau semilocal OV ,x (semilocalise´ de V aux points de codimension 1
de V d’image x ∈ V ) d’un isomorphisme G-e´quivariant
K2(OV ,x)⊗Q/Z
≃
→ H2e´t(OV ,x,Q/Z(2)).
Proce´dant comme ci-dessus, on obtient un isomorphisme
Ker[H3e´t(OV,x,Q/Z(2))→ H
3
e´t(OV ,x,Q/Z(2))] ≃ H
2(G,K2(OV ,x)).
Pour tout point x ∈ V (1), la conjecture de Gersten pour l’anneau semilocal OV ,x (cf. [14])
donne une suite exacte courte de G-modules
0→ K2(OV ,x)→ K2(F (V ))→ F (x)
× → 0,
ou` l’on a note´ F (x) = F ⊗F F (x). Ainsi le noyau de
H2(G,K2(F (V )))→ H
2(G,⊕x∈V (1)F (x)
×)
est le groupe des e´le´ments de H2(G,K2(F (V ))) qui sont dans l’image de H
2(G,K2(OV ,x)) pour
tout x ∈ V (1).
La conjecture de Gersten pour la cohomologie e´tale (Bloch–Ogus, voir le the´ore`me 2.3)
implique que le groupeH0(V,H3(Q/Z(2))) ⊂ H3(F (V ),Q/Z(2)) est le sous-groupe des e´le´ments
de H3(F (V ),Q/Z(2)) qui en chaque point x ∈ V (1) sont dans l’image de H3e´t(OV,x,Q/Z(2)).
Ceci e´tablit la deuxie`me partie de la proposition.
The´ore`me 8.5. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique ≤ 1.
Soit V une F -varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit F une cloˆture alge´brique
de F et V = V ×F F . On a alors une suite exacte
0→ Ker[CH2(V )→ CH2(V )]→ H1(G,H1(V ,K2))→
Ker[H3nr(V,Q/Z(2)) → H
3
nr(V ,Q/Z(2))]→ Coker[CH
2(V )→ CH2(V )G]→ 0.
De´monstration. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro, E/F une extension galoisienne,
et G = Gal(E/F ) le groupe de Galois. Soit V une F -varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre.
On conside`re le complexe, gradue´ en degre´s (0, 1, 2)
0→ K2E(V )→ ⊕x∈V (1)
E
E(x)× → ⊕
x∈V
(2)
E
Z→ 0.
Par la conjecture de Gersten pour la K-the´orie, e´tablie par Quillen (The´ore`me 2.9) l’homo-
logie de ce complexe en degre´ i est H i(VE ,K2). Notons Z le noyau de la deuxie`me fle`che, et I
son image.
On a donc des suites exactes de modules galoisiens
0→ Z → ⊕
x∈V
(1)
E
E(x)× → I → 0,
0→ K2E(V )/H
0(VE ,K2)→ Z → H
1(VE ,K2)→ 0
0→ I → ⊕
x∈V
(2)
E
Z→ CH2(VE)→ 0.
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et les suites analogues avec F en place de E.
On sait que l’on a ⊕x∈V (2)Z = (⊕x∈V (2)
E
Z)G, que l’on a H1(G,⊕
x∈V
(2)
E
Z) = 0 (lemme de
Shapiro et nullite´ de H1(G,Z) pour G profini) et qu’enfin on a H1(G,⊕
x∈V
(1)
E
E(x)×) = 0
(lemme de Shapiro et the´ore`me 90 de Hilbert).
De ceci on de´duit les suites exactes
0→ H1(G,Z)→ CH2(V )→ CH2(VE)
G → H1(G,I)→ 0
0→ H1(G,I)→ H2(G,Z)→ H2(G,⊕
x∈VE
(1)E(x)×).
Dans la suite on prend E = F .
Sur tout corps F de caracte´ristique ze´ro, on sait ([17, Thm. 1.8]) que le groupe H0(V ,K2)
est extension d’un groupe fini par un groupe divisible. On a le re´sultat analogue pour H1(V ,K2)
([17, Thm. 2.2]). La de´monstration de ces re´sultats repose sur des travaux ante´rieurs de Bloch,
Merkur’ev–Suslin, et Suslin, et utilise les re´sultats de Deligne sur les conjectures de Weil.
Sous l’hypothe`se cd(F ) ≤ 1, cette structure des groupes H i(V ,K2) pour i = 0, 1 implique
Hr(G,H i(V ,K2)) = 0 pour i = 0, 1 et r ≥ 2.
On a H1(G,K2F (V )/H
0(V ,K2)) = 0 car H
1(G,K2F (V )) = 0 si cd(F ) ≤ 1 ([11, Thm. B]),
et la fle`che H2(G,K2F (V ))→ H
2(G,K2F (V )/H
0(V ,K2)) est un isomorphisme.
La cohomologie galoisienne des suites exactes ci-dessus donne alors la suite exacte
0→ H1(G,Z)→ H1(G,H1(V ,K2))→ H
2(G,K2F (V )))→ H
2(G,Z)→ 0.
et donc la suite exacte
0→ Ker[CH2(V )→ CH2(V )]→ H1(G,H1(V ,K2))→ H
2(G,K2F (V ))→ H
2(G,Z)→ 0.
La fle`che H2(G,K2F (V )) → H
2(G,⊕
x∈V
(1)F (x)×) est induite par les re´sidus. Elle induit la
fle`che H2(G,Z)→ H2(G,⊕
x∈V
(1)F (x)×). On a donc la suite exacte
0→ Ker[CH2(V )→ CH2(V )]→ H1(G,H1(V ,K2))→
Ker[H2(G,K2F (V ))→ H
2(G,⊕
x∈V
(1)F (x)×)]→ Ker[H2(G,Z)→ H2(G,⊕
x∈V
(1)F (x)×)]→ 0,
soit encore
0→ Ker[CH2(V )→ CH2(V )]→ H1(G,H1(V ,K2))→
Ker[H2(G,K2F (V ))→ H
2(G,⊕
x∈V
(1)F (x)×)]→ Coker[CH2(V )→ CH2(V )G]→ 0.
On conclut avec la proposition 8.4.
Pour tirer du the´ore`me des conse´quences pratiques, il faut controˆler le module galoisien
H1(V ,K2). Le the´ore`me suivant regroupe des re´sultats de [17] (Thm. 2.1, Thm. 2.2, Thm. 2.12).
The´ore`me 8.6. (Colliot-The´le`ne et Raskind) Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit V
une F -varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit M = M(V ) le module galoisien
fini de´fini par M = ⊕lH
3
e´t(V ,Zl(2)){l}.
(i) Il existe une suite exacte naturelle
0→ D → H1(V ,K2)→M → 0,
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ou` le groupe de droite est fini et le groupe D est divisible.
(ii) Pour tout premier l il existe un isomorphisme naturel
H2e´t(V ,Ql/Zl(2))
≃
→ H1(V ,K2){l}.
(iii) Soit K, resp. C, le noyau, resp. le conoyau de la fle`che naturelle Pic(V ) ⊗ F
×
→
H1(V ,K2). Si l’on a H
2(V,OV ) = 0, alors K est uniquement divisible et C est la somme directe
d’un groupe uniquement divisible et du groupe M .
Sous l’hypothe`se H2(V,OV ) = 0, on a donc une suite exacte de G-modules
0→ K → Pic(V )⊗ k
∗
→ H1(V ,K2)→ C → 0,
ou`K est un groupe uniquement divisible et C est somme directe deM et d’un groupe uniquement
divisible.
Ceci donne naissance a` deux suites exactes
0→ K → Pic(V )⊗ k
∗
→ R→ 0
0→ R→ H1(V ,K2)→ C → 0,
ou` R est divisible.
On a aussi la suite exacte
0→ Pic0(V )→ Pic(V )→ NS(V )→ 0
et donc la suite exacte
Tor1(NS(V ), k
∗
)→ Pic0(V )⊗ k
∗
→ Pic(V )⊗ k
∗
→ NS(V )⊗ k
∗
→ 0.
On en de´duit les suites exactes
0→ P → Pic0(V )⊗ k
∗
→ Q→ 0
0→ Q→ Pic(V )⊗ k
∗
→ NS(V )⊗ k
∗
→ 0
ou` P est un groupe fini et Q est divisible.
Si l’on tient maintenant compte des faits suivants :
(1) Pic0(V ) ⊗ k
∗
est uniquement divisible car c’est un produit tensoriel de deux groupes
divisibles ;
(2) pour un corps k avec cd(k) ≤ 1 et W un module galoisien sur k, on a H2(G,W ) = 0 si
W est fini ou divisible, et Hr(G,W ) = 0 pour r ≥ 1 si W est uniquement divisible,
(3) H1(G,NS(V )⊗ k
∗
) = H1(G,NS(V )/tors ⊗ k
∗
) = 0 car pour k avec cd(k) ≤ 1 et T un
k-tore, H1(G,T (k)) = 0,
alors on obtient H1(G,Q) = 0, puisH1(G,Pic(V )⊗k
∗
) = 0, puisH1(G,R) = 0 et H2(G,R) = 0,
et en fin de compte
H1(G,H1(V ,K2)) ≃ H
1(G,M).
En combinant ce re´sultat avec le the´ore`me 8.5 , on obtient le the´ore`me suivant.
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The´ore`me 8.7. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique au
plus 1. Soit F une cloˆture alge´brique de F , et G le groupe de Galois de F sur F . Soit V une F -
varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, satisfaisant H2(V,OV ) = 0. Soit M le module
galoisien fini ⊕lH
3
e´t(V ,Zl(2)){l}. On a alors une suite exacte
0→ Ker[CH2(V )→ CH2(V )]→ H1(G,M)→
Ker[H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2))]→ Coker[CH
2(V )→ CH2(V )G]→ 0.
Le groupe de Brauer Br(V ) est une extension du groupe fini ⊕lH
3
e´t(V ,Zl(1)){l} par le
groupe (Q/Z)b2−ρ ([26], voir le paragraphe 4.1 ci-dessus). En caracte´ristique ze´ro, b2 − ρ = 0 si
et seulement si H2(V,OV ) = 0.
The´ore`me 8.8. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique au
plus 1. Soit F une cloˆture alge´brique de F , et G = Gal(F/F ). Soit V une F -varie´te´ projective
et lisse, ge´ome´triquement inte`gre.
(i) Si le groupe de Brauer de V est nul, alors on a une suite exacte
0→ CH2(V )→ CH2(V )G → H3nr(V,Q/Z(2))→ H
3
nr(V ,Q/Z(2)).
(ii) Si V est une varie´te´ rationnelle, on a une suite exacte
0→ CH2(V )→ CH2(V )G → H3nr(V,Q/Z(2)) → 0.
(iii) Si V est une varie´te´ rationnellement connexe de dimension 3, sans torsion dans sa
cohomologie entie`re de degre´ 3, alors on a une suite exacte
0→ CH2(V )→ CH2(V )G → H3nr(V,Q/Z(2)) → 0.
De´monstration. L’e´nonce´ (i) est une conse´quence imme´diate du the´ore`me 8.7 et du rappel
ci-dessus sur le groupe de Brauer. Si V est rationnelle, son groupe de Brauer est nul et l’invariant
birationnel H3nr(V ,Q/Z(2)) est aussi nul. Ceci e´tablit (ii). Si V est rationnellement connexe de
dimension 3, alors H2(V,OV ) = 0, donc le groupe de Brauer de V est, sous l’hypothe`se de (iii),
nul. Par ailleurs pour V rationnellement connexe de dimension 3, on a H3nr(V ,Q/Z(2)) = 0
([57], voir le corollaire 6.2 ci-dessus). Ceci e´tablit (iii).
Proposition 8.9. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique ≤ 1.
Soit V une F -surface projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Supposons H1(V,OV ) = 0. Si
H3nr(V,Q/Z(2)) = 0, alors l’indice I(V ) est e´gal a` 1.
De´monstration. Le degre´ de´finit la suite exacte de modules galoisiens
0→ A0(V )→ CH0(V )→ Z→ 0.
L’hypothe`se H1(V,OV ) = 0 implique que la varie´te´ d’Albanese de V est nulle. Il re´sulte alors
du the´ore`me de Roitman (cf. [12, §4]) que le groupe A0(V ) est uniquement divisible. Ainsi
H1(G,A0(V )) = 0 et l’application CH0(V )
G → Z est surjective. Le the´ore`me 8.5 et l’hypothe`se
H3nr(V,Q/Z(2)) = 0 impliquent que la fle`che CH0(V ) → CH0(V )
G est surjective. On a donc
I(V ) = 1.
Voici un re´sultat un peu plus pre´cis que la proposition 8.9.
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Proposition 8.10. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro, de dimension cohomologique 1. Soit
V une surface sur F , projective, lisse, ge´ome´triquement connexe. Soit F une cloˆture alge´brique
de F et V = V ×F F . Soit n > 1 un entier. Supposons
(i) H1(V,OV ) = 0.
(ii) NS(V )[n] = 0.
(iii) Le groupe de cohomologie e´tale non ramifie´e H3nr(V, µ
⊗2
n ) est nul.
Alors l’indice I(V ) est premier a` n.
De´monstration. La the´orie de Bloch–Ogus donne naissance a` une suite exacte (§2.2)
H3e´t(V, µ
⊗2
n )→ H
3
nr(V, µ
⊗2
n )→ CH
2(V )/n→ H4e´t(V, µ
⊗2
n ).
L’hypothe`se (iii) implique donc que l’application cycle CH2(V )/n → H4e´t(V, µ
⊗2
n ) est injective.
Pour toute surface V/F , l’application CH2(F )/n → H4(V , µ⊗2n ) = Z/n est un isomorphisme.
La suite spectrale de Leray pour V/F et la cohomologie e´tale, sous l’hypothe`se cd(F ) ≤ 1, donne
une suite exacte
0→ H1(F,H3(V , µ⊗2n ))→ H
4(V, µ⊗2n )→ H
4(V , µ⊗2n )
G → 0.
On a H4(V , µ⊗2n )
G = H4(V , µ⊗2n ) = Z/n. Les hypothe`ses (i) et (ii) donnent H
1(V , µn) =
Pic(V )[n] = 0. Par dualite´ de Poincare´ en cohomologie e´tale on en de´duit H3(V , µ⊗2n ) = 0. On
a donc H4(V, µ⊗2n )
≃
→ H4(V , µ⊗2n ). Du diagramme commutatif
CH2(V )/n →֒ H4(V, µ⊗2n )
↓ ↓ ≃
CH2(V )/n →֒ H4(V , µ⊗2n )
on de´duit que l’application degre´ CH0(V ) → Z dont l’image est Z.I(V ) induit un plongement
CH0(V )/n →֒ Z/n et donc un plongement Z.I/Z.(nI) →֒ Z/n.
Remarque 8.11. Dans [15], on donne un exemple surface cubique lisse V , sur un (grand) corps
F de dimension cohomologique 1, avec I(V ) = 3. Dans ce cas on a donc H3nr(V,Z/3) 6= 0.
Remarque 8.12. Soit S ⊂ P3C une surface quintique invariante sous l’action de Godeaux de
G = Z/5Z, X = P1 × S/G, ou` l’action de G est diagonale. Alors π : X → Γ = P1/G a ses
fibres lisses isomorphes a` S et donc la fibre ge´ne´rique V = Xη satisfait H
1(V,OV ) = 0 et
NS(V )tors = 0. La fibration π a des fibres de multiplicite´ 5 ; on en de´duit I(Xη) = 5. D’apre`s la
proposition 8.10, on a H3nr(V,Z/5) 6= 0. Cependant la varie´te´ X est fibre´e en coniques au-dessus
de la surface S/G. Par le corollaire 8.2, on a donc H3nr(X,Q/Z(2)) = 0 et Z
4(X) = 0. Dans ce
cas on voit donc que l’inclusion H3nr(X,Z/5) ⊂ H
3
nr(V,Z/5) n’est pas un isomorphisme.
Proposition 8.13. Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique au
plus 1. Soit F une cloˆture alge´brique de F , et G = Gal(F/F ). Soit V une F -surface projective
et lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Soit I(V ) l’indice de V sur F . Supposons H2(V,OV ) = 0 et
NS(V )tors = 0. Alors on a une suite exacte
0→ CH0(V )→ CH0(V )
G → H3nr(V,Q/Z(2))→ 0.
Supposons de plus H1(V,OV ) = 0. Alors le quotient du groupe H
3
nr(V,Q/Z(2)) par son
sous-groupe divisible maximal est isomorphe a` Z/I(V ).
Si de plus deg : CH0(V ) → Z est un isomorphisme (ce qui sous les hypothe`ses pre´ce´dentes
est une conjecture de Bloch), alors H3nr(V,Q/Z(2))
≃
→ Z/I(V ).
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De´monstration. On applique le the´ore`me 8.8(i). Les hypothe`ses en sont satisfaites, car
pour une surface projective et lisse V , le groupe NS(V )tors est nul si et seulement si on a
⊕lH
3
e´t(V ,Zl(2)){l} = 0.
Comme V est une surface, le corps F (V ) est de dimension cohomologique 2, on a donc
H3nr(V ,Q/Z(2)) ⊂ H
3(F (V ),Q/Z(2)) = 0. Sous l’hypothe`se H1(V,OV ) = 0, la varie´te´ d’Al-
banese de V est triviale. Il re´sulte alors du the´ore`me de Roitman (cf. [12, §4]) que le groupe
A0(V ) noyau de la fle`che degre´ : CH0(V )→ Z est un groupe uniquement divisible, i.e. est un Q-
vectoriel. Ceci implique que le groupe A0(V )
G est un Q-vectoriel et que l’on aH1(G,A0(V )) = 0.
Le lemme du serpent donne alors la suite exacte
A0(V )
G → H3nr(V,Q/Z(2))→ Z/I(V )→ 0.
8.2 Applications aux fibrations au-dessus d’une courbe
The´ore`me 8.14. Soit Γ une courbe projective et lisse sur C et X un solide projectif et lisse
muni d’une fibration X → Γ dont la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique est une surface rationnelle.
Alors les groupes H3nr(X,Q/Z(2)) et Z
4(X) sont nuls.
De´monstration. Soient F = C(Γ) et V/F la fibre ge´ne´rique de X → Γ. Le corps F , corps
de fonctions d’une variable sur C, est un corps C1. Rappelons le fait bien connu suivant. De
la classification F -birationnelle des F -surfaces ge´ome´triquement rationnelles (Enriques, Manin,
Iskovskikh ; Mori) on de´duit par inspection que toute telle surface V sur un corps C1 posse`de
un point rationnel. Sur F = C(Γ), c’est aussi un cas particulier d’un the´ore`me de Graber,
Harris et Starr [23]. En particulier l’application CH2(V )→ CH2(V )G = Z est surjective. De la
proposition 8.13 on de´duit alors H3nr(V,Q/Z(2)) = 0. Comme rappele´ au de´but du paragraphe
8, le groupe H3nr(X,Q/Z(2)) est un sous-groupe de H
3
nr(V,Q/Z(2)), il est donc nul. L’e´nonce´
sur Z4(X) est alors une conse´quence du the´ore`me 3.7.
Remarque 8.15. La de´monstration de ce the´ore`me ne repose pas sur l’e´nonce´ 6.2. On obtient
ainsi par la K-the´orie alge´brique un nouveau cas particulier (voir la remarque 8.3) du the´ore`me
de C. Voisin sur les solides unire´gle´s (the´ore`me 6.1 ci-dessus).
Lemme 8.16. Soit π : X → Γ un morphisme dominant de varie´te´s projectives et lisses sur
C, avec Γ une courbe. Soit n la dimension de la fibre ge´ne´rique V suppose´e ge´ome´triquement
inte`gre sur le corps C(Γ). Supposons H2(V,OV ) = 0.
(i) Si une fibre singulie`re Y de π a des singularite´s quadratiques ordinaires, on a H2(Z,OZ) =
0, ou` Z est la de´singularise´e de Y obtenue par e´clatement de ses points doubles.
(ii) Si de plus une fibre lisse de π a sa cohomologie de Betti entie`re de degre´ 3 sans torsion,
et n 6= 3, il en va de meˆme pour Z.
De´monstration. (i) D’apre`s [33], les faisceaux Riπ∗OX sont sans torsion donc localement
libres sur Γ. Pour toute fibre Y de π, on a donc H2(Y,OY ) = 0. Ceci entraˆıne H
2(Z,OZ ) = 0
car les singularite´s quadratiques ordinaires sont rationnelles.
(ii) Soit 0 ∈ Γ(C) un point tel que la fibre X0 = Y ait des points doubles ordinaires. Soit
∆ ⊂ Γ un petit disque analytique centre´ en 0, et soit 0 6= t ∈ ∆. On dispose (cf. [56, 14.2.1])
d’une application continue f : Xt(C)→ Y (C) qui est un home´omorphisme au-dessus de la partie
lisse de Y (C) et qui contracte une sphe`re e´vanescente Sn ⊂ Xt(C) sur chaque point double de
Y . Par ailleurs on dispose de l’application de de´singularisation g : Z(C) → Y (C), qui est aussi
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un home´omorphisme au-dessus de la partie lisse de Y (C) et qui contracte une quadrique Qi de
dimension n − 1 sur chaque point double de Y . Pour p 6= 0, les faisceaux Rpf∗Z et Rpg∗Z sont
supporte´s sur les points doubles de Y et on a donc pour p 6= 0, et q > 0,
Hq(Y (C), Rpg∗Z) = 0 = Hq(Y (C), Rpf∗Z).
Au niveau E2 de la suite spectrale de Leray de f , seuls les termes
H0(Y (C), R3f∗Z) et H3(Y (C), R0f∗Z) = H3(Y (C),Z)
contribuent donc a` H3(Xt(C),Z), et de meˆme pour g et Z. De plus, on a Rpf∗Z = 0 pour
p 6= 0, n, donc en particulier R3f∗Z = 0 pour n 6= 3. Enfin, pour n 6= 2, 3, le faisceau R2g∗Z est
constitue´ d’un exemplaire de Z = H2(Qi,Z) supporte´ sur chaque point double de Y et de plus
le ge´ne´rateur αi de H
2(Qi,Z) est engendre´ par la classe c1(OZ(Qi))|Qi . On en de´duit que pour
n 6= 2, 3, la fle`che
H2(Z(C),Z)→ H0(Y (C), R2g∗Z)
est surjective, de sorte que la diffe´rentielle
d3 : H
0(Y (C), R2g∗Z)→ H3(Y (C), R0g∗Z) = H3(Y (C),Z)
est nulle. Cet e´nonce´ est bien suˆr aussi valable pour f puisqu’on a R2f∗Z = 0 pour n 6= 2. Pour
n 6= 2, 3, les suites spectrales de Leray de f et g fournissent donc des isomorphismes
H3(Z(C),Z)
g∗
≃
← H3(Y (C),Z)
f∗
≃
→ H3(Xt(C),Z).
Dans le cas n = 2, la re´solution simultane´e montre directement que Z(C) et Xt(C) sont
home´omorphes, d’ou` la conclusion.
Remarque 8.17. Dans le cas n = 3, les re´sultats de [19] montrent qu’on peut effectivement
avoir une famille de varie´te´s de Fano de dimension 3 parame´tre´e par une courbe lisse sur C, a`
fibres au pire nodales, dont les fibres lisses n’ont pas de torsion dans leur cohomologie de Betti
de degre´ 3, tandis que les fibres singulie`res ont une de´singularisation posse´dant de la torsion
dans leur cohomologie de Betti de degre´ 3.
Proposition 8.18. Soit π : X → Γ un morphisme dominant de varie´te´s projectives, lisses,
connexes sur C, avec Γ une courbe. Supposons la fibre ge´ne´rique V = Xη ge´ome´triquement
inte`gre, sur le corps F = C(Γ). Soit n un entier positif.
Supposons que H2(V,OV ) = 0 et que la cohomologie de Betti entie`re de degre´ 3 d’une fibre
lisse de π est sans torsion.
(i) Soit Γ0 ⊂ Γ l’ouvert maximal au-dessus duquel π est lisse et X0 = π−1(Γ0). La restriction
naturelle H3nr(X
0, µ⊗2n )→ H
3
nr(V, µ
⊗2
n ) est un isomorphisme.
Supposons de plus que les fibres singulie`res de π n’ont que des singularite´s quadratiques
ordinaires. Alors :
(ii) L’inclusion naturelle H3nr(X,µ
⊗2
n )→ H
3
nr(X
0, µ⊗2n ) = H
3
nr(V, µ
⊗2
n ) a un conoyau fini.
(iii) Si la dimension de V = Xη est diffe´rente de 3, alors la restriction a` la fibre ge´ne´rique
donne un isomorphisme H3nr(X,µ
⊗2
n )
≃
→ H3nr(V, µ
⊗2
n ).
De´monstration. Les hypothe`ses d’annulation faites sur H2(V,OV ) et sur la torsion dans la
cohomologie entie`re de degre´ 3 d’une fibre lisse restent valables pour toute fibre Y de π au-dessus
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de Γ0. Soit α ∈ H3nr(V, µ
⊗2
n ). Le re´sidu de α en une fibre lisse Y de π appartient a` H
2
nr(Y, µn),
qui est nul graˆce a` ces hypothe`ses. Ceci montre (i).
En e´clatant sur X les points singuliers des fibres spe´ciales, on obtient un mode`le X ′ muni
d’un morphisme π′ : X ′ → Γ dont chaque fibre non lisse est de la forme Z+2
∑
Hi, avec Z lisse
irre´ductible (obtenu par e´clatement de la fibre correspondante Y de π en ses points doubles)
et chaque diviseur exceptionnel Hi isomorphe a` Pn, les intersections Hi ∩Hj e´tant vides pour
i 6= j, et Qi := Z ∩Hi e´tant isomorphe a` une hypersurface quadratique lisse de Hi = Pn. On a
la suite exacte de localisation
0→ H2nr(Hi, µn)→ H
2
nr(Hi \Qi, µn)→ H
1(Qi,Z/n)
avec H2nr(Hi, µn) = H
1(Qi,Z/n) = 0. On a donc H2nr(Hi \Qi, µn) = 0.
En une fibre singulie`re de π′ : X ′ → Γ, le re´sidu de α au point ge´ne´rique de Hi appartient
a` H2nr(Hi \Qi, µn), donc est nul. On en de´duit que le re´sidu de α au point ge´ne´rique de Z est
sans re´sidu le long de Qi et donc appartient a` H
2
nr(Z, µn).
Le (i) du lemme 8.16 implique que, sous les hypothe`ses de la proposition 8.18, le groupe
H2nr(Z, µn) est fini. Avec les arguments pre´ce´dents, on conclut queH
3
nr(X
′, µ⊗2n )→ H
3
nr(X
0, µ⊗2n )
a un conoyau de torsion, ce qui donne (ii).
Enfin le (ii) du lemme implique que, sous les hypothe`ses de la proposition 8.18, si n 6= 3, on
a H2nr(Z, µn) = 0, et donc le re´sidu de α au point ge´ne´rique de Z est nul, d’ou` le point (iii).
The´ore`me 8.19. Soit π : X → Γ un morphisme dominant de varie´te´s projectives, lisses,
connexes sur C, de fibre ge´ne´rique V = Xη ge´ome´triquement inte`gre, de dimension 2, sur le
corps F = C(Γ).
Supposons H i(V,OV ) = 0 pour i = 1, 2 et supposons que la cohomologie de Betti entie`re de
degre´ 3 d’une fibre lisse de π est sans torsion. Supposons de plus que les fibres singulie`res de π
n’ont que des singularite´s quadratiques ordinaires.
Si H3nr(X,Q/Z(2)) = 0, alors I(Xη) = 1.
De´monstration. Ceci re´sulte de la combinaison de la proposition 8.18 et de la proposition
8.9.
Remarque 8.20. On notera que cet e´nonce´ est plus faible que le re´sultat obtenu par application
du the´ore`me 7.6.
The´ore`me 8.21. Soit π : X → Γ un morphisme surjectif de varie´te´s connexes, projectives et
lisses sur C, ou` Γ est une courbe et la fibre ge´ne´rique V = Xη est une surface ge´ome´triquement
connexe sur F = C(Γ). Supposons H i(V,OV ) = 0 pour i = 1, 2, que le groupe de Ne´ron-Severi
de la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique n’a pas de torsion, et que la fle`che deg : CH0(V )→ Z est un
isomorphisme.
(i) On a alors des inclusions H3nr(X,Q/Z(2)) ⊂ H
3
nr(V,Q/Z(2)) ≃ Z/I(V ).
(ii) Si les fibres singulie`res de π n’ont que des singularite´s ordinaires, on a des isomorphismes
H3nr(X,Q/Z(2)) = H
3
nr(V,Q/Z(2)) ≃ Z/I(V ).
De´monstration. L’e´nonce´ (i) est une conse´quence imme´diate de la proposition 8.13. L’e´galite´
H3nr(X,Q/Z(2)) = H
3
nr(V,Q/Z(2)) dans (ii) a e´te´ e´tablie a` la proposition 8.18.
Remarque 8.22. Comparons ce re´sultat avec le the´ore`me 7.7. A` la diffe´rence de ce the´ore`me, on
a suppose´ ici CH0(V )
≃
→ Z, ce qui selon une conjecture de Bloch devrait re´sulter de l’hypothe`se
H i(V,OV ) = 0 pour i = 1, 2. Cette conjecture est connue pour les surfaces qui ne sont pas
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de type ge´ne´ral, et aussi pour un certain nombre de surfaces de type ge´ne´ral. L’hypothe`se
CH0(V )
≃
→ Z implique que H3nr(V,Q/Z(2)) est d’exposant fini, et il en est donc de meˆme de
H3nr(X,Q/Z(2)), qui co¨ıncide donc avec Z
4(X). L’e´nonce´ (ii), ou` l’on suppose les singularite´s
des fibres le plus simples possibles, n’est donc pas plus fort que le the´ore`me 7.7. Mais l’e´nonce´
(i) donne en particulier que I(Xη) = 1 implique H
3
nr(X,Q/Z(2) = 0 et donc Z
4(X) = 0, et ceci
est e´tabli sans hypothe`se sur les fibres singulie`res, alors qu’au the´ore`me 7.7 on n’autorise que
des singularite´s quadratiques dans les fibres.
9 Appendice : Action des correspondances sur les groupes H i(Hj)
Dans ce qui suit X et Y sont lisses et projectives sur C. On conside`re les cycles Z ⊂ X × Y
de codimension r + dimX, c’est-a`-dire tels que dimY − dimZ = r.
Proposition 9.1. Pour tout groupe abe´lien A, le cycle Z ∈ CHr+dimX(X × Y )/alg induit un
homomorphisme
Z∗ : H
p(X,HqX(A))→ H
p+r(Y,Hq+rY (A(r))).
Ces actions sont compatibles a` la composition des correspondances.
De´monstration. Tout d’abord, par la formule de Bloch–Ogus (cf. Corollaire 2.4), Z a une
classe
[Z]BO ∈ H
d+r(X × Y,Hd+rX×Y (Z(d+ r))),
ou` d = dimX. Par ailleurs on a clairement des fle`ches
pr∗1 : H
p(X,Hq(A))→ Hp(X × Y,HqX×Y (A)),
et enfin on dispose de produits (induits par les cup-produitsHlW (A)⊗H
s
W (Z(l))→ H
l+s
W (A(l))) :
Hp(W,HlW (A)) ⊗H
q(W,HsW (Z(l)))→ H
p+q(W,Hl+sW (A(l)))
pour toute varie´te´ W et tout entier l. On en de´duit que l’on a une fle`che
[Z]BO ◦ pr
∗
1 : H
p(X,HqX(A))→ H
p+d+r(X × Y,Hq+d+rX×Y (A(d+ r))).
Pour conclure, il suffit donc de construire
pr2∗ : H
i(X × Y,HjX×Y (A(d + r)))→ H
i−d(Y,Hj−dY (A(r)))
pour X projective lisse de dimension d. (On peut e´videmment remplacer ici la projection par
n’importe quelle application propre.)
Or ceci re´sulte de la re´solution de Bloch–Ogus (the´ore`me 2.3) qui donne la formule explicite :
H i(X × Y,HjX×Y (A(d+ r))) =
Ker [⊕x∈(X×Y )(i)H
j−i
B (C(x), A(d + r − i))
∂
→ ⊕x∈(X×Y )(i+1)H
j−i−1
B (C(x), A(d + r − i− 1))]
Im [⊕x∈(X×Y )(i−1)H
j−i+1
B (C(x), A(d + r − i+ 1))
∂
→ ⊕x∈(X×Y )(i)H
j−i
B (C(x), A(d + r − i))]
. (9)
Un point x de codimension i a une adhe´rence Zx ⊂ X × Y qui s’envoie sur une sous-varie´te´
Z ′x ∈ Y de codimension ≥ i − d, avec e´galite´ lorsque pr2 : Zx → Z
′
x est ge´ne´riquement finie.
On notera x′ le point de Y correspondant a` Z ′x. Pour un x ne satisfaisant pas la condition que
x′ ∈ Y (i−d), on dira que pr2∗ : H
j−i
B (C(x), A(d+ r− i))→ H
j−i
B (C(x
′), A(d+ r− i)) est nulle, et
dans le cas contraire, pr2∗ : H
j−i
B (C(x), A(d + r − i)) → H
j−i
B (C(x
′), A(d + r − i)) sera induite
par l’application propre pr2|Zx : pr
−1
2|Zx
(V ) → V pour des ouverts suffisamment petits V de Z ′x.
Nous avons alors besoin du lemme suivant :
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Lemme 9.2. Les fle`ches pr2∗ ci-dessus commutent aux fle`ches de re´sidus, c’est-a`-dire les
diffe´rentielles ∂ apparaissant dans (9).
Ce lemme entraˆıne que la somme des fle`ches pr2∗ passe a` la cohomologie pour donner une
fle`che pr2∗ du groupe (9) dans
Ker [⊕x∈Y (i−d)H
j−i
B (C(x), A(d + r − i))
∂
→ ⊕x∈Y (i+1−d)H
j−i−1
B (C(x), A(d + r − i− 1))]
Im [⊕x∈Y (i−d−1)H
j−i+1
B (C(x), A(d + r − i+ 1))
∂
→ ⊕x∈Y (i−d)H
j−i
B (C(x), A(d + r − i))]
= H i−d(Y,Hj−dY (A(r))),
ou` la dernie`re e´galite´ est encore donne´e par le the´ore`me de re´solution 2.3, applique´ a` Y cette
fois.
Pour conclure la preuve de la proposition 9.1, il reste a` e´tablir le lemme 9.2 ainsi qu’a` montrer
le lemme suivant :
Lemme 9.3. L’action ainsi construite Z 7→ Z∗, de CH
dimX+r(X × Y )/alg dans
Hom (Hp(X,HqX(A)),H
p+r(Y,Hq+rY (A(r)))),
est compatible a` la composition des correspondances.
De´monstration du lemme 9.2. Soit Z ⊂ X × Y une sous-varie´te´ de codimension i. Soit
D′ ⊂ Z ′ = pr2(Z) une sous-varie´te´ de codimension i− d− 1 dans Y . Supposons pour simplifier
que Z et Z ′ sont normales. On veut montrer que pour tout entier l, le compose´
ResZ′,D′ ◦ pr2∗ : H
k
B(C(Z), A(l))→ H
k
B(C(Z
′), A(l))→ Hk−1B (C(D
′), A(l − 1))
est e´gal a` pr2∗ ◦
∑
D⊂Z
pr2(D)=D′
pr2∗ ◦ResZ,D :
HkB(C(Z), A(l)) →
⊕
D⊂Z
pr2(D)=D′
Hk−1B (C(D), A(l − 1))→ H
k−1
B (C(D
′), A(l − 1)).
Supposons tout d’abord que dimZ ′ = dimZ. Alors, rappelant que les fle`ches de re´sidus sont
induites par la suite exacte de cohomologie a` supports pour les paires constitue´es d’une varie´te´
et d’un diviseur, le re´sultat re´sulte simplement du fait qu’on a un morphisme propre pr2 entre
les paires (Z0,∪pr2(D)=D′D) et (Z
′
0,D
′), ou` Z ′0 est un ouvert lisse de Z
′ contenant un ouvert de
Zariski dense de D′, et Z0 est l’image inverse de Z
′
0 dans Z. De plus ce morphisme reste propre
lorsqu’on passe aux comple´mentaires des diviseurs conside´re´s. Sans hypothe`se de normalite´, il
suffit de normaliser les varie´te´s conside´re´es.
Il reste a` e´tudier ce qui se passe lorsque dimZ ′ < dimZ, ce qui n’est possible que si
dimZ ′ = dimZ − 1, et Z ′ = D′. Dans ce cas, le premier compose´ est nul par de´finition car
pr2∗ : H
k
B(C(Z), A(l)) → H
k
B(C(Z
′), A(l)) est nul. Il suffit donc de montrer que pour toute
classe α ∈ HkB(C(Z), A(l)), on a pr2∗(Resα) = 0, ou` Resα est une somme finie de classes de
degre´ k − 1 sur des diviseurs D ⊂ Z tels que pr2 : D → D
′ soit ge´ne´riquement fini. Ceci est
e´le´mentaire car l’application pr2 : Z → Z
′ induit une application pr02 : Z0 → Z
′
0 qui est propre et
lisse de dimension relative 1 au-dessus d’un ouvert de Zariski dense Z ′0 de D
′ = Z ′. On dispose
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donc d’une application pr02∗ : H
k+1(Z0, A(l)) → H
k−1(Z ′0, A(l − 1)) et on a alors la relation
suivante, pour β ∈ Hk−1(D,A(l − 1)), ou` D ⊂ Z0 est un diviseur lisse propre au-dessus de Z ′0 :
pr2∗(β) = pr
0
2∗ ◦ j∗(β),
ou` le premier pr2∗ est relatif a` l’application propre induite par pr2 de D sur Z
′
0. Cela conclut la
preuve car on a
j∗ ◦Res = 0 : H
k(Z0 \D,A(l))→ Hk−1(D,A(l − 1))→ Hk+1(Z0, A(l)).
De´monstration du lemme 9.3. En examinant la preuve de la compatibilite´ de l’action
des correspondances sur les groupes de Chow ou la cohomologie avec la composition des corres-
pondances (cf. [56, Prop. 21.17]), et la construction de l’action Z∗ sur les H
p(Hq), on constate
que la compatibilite´ de l’action Z∗ construite ci-dessus avec la composition des correspondances
est une conse´quence formelle des trois faits suivants, faciles a` ve´rifier dans notre cas :
(1) La compatibilite´ de l’application classe de cycles de Bloch–Ogus Z 7→ [Z]BO avec le
produit d’intersection.
(2) La formule de projection pour les applications pr2∗ : H
k
B(C(Z), A(l))→ H
k
B(C(Z
′), A(l))
introduites ci-dessus. Pour α ∈ HpB(C(Z), A), β ∈ H
p
B(C(Z
′),Z(l))
pr2∗(α ∪ pr
∗
2β) = pr2∗(α) ∪ β.
(3) La formule de changement de base suivante : prenons un produit X × Y ×Z de varie´te´s
projectives avec dimX = d, et notons p la projection de X × Y sur Y , P la projection de
X ×Y ×Z sur Y ×Z, q la projection de Y ×Z sur Y et Q celle de X ×Y ×Z sur X ×Y . Alors
on a pour α ∈ Hp(X × Y,HqX×Y (A(l))) :
q∗(p∗α) = P∗(Q
∗α) dans Hp−d(X × Y,Hq−dY×Z(A(l − d))).
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